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1.1 Biéu dién dit liéu

Dii liéu dugc thu thap trong thuc té thudng 1a dit liéu tho. Ching ta can
phan tich dit liéu dé gitip hiéu r6 thong tin, hé trg viéc ra quyét dinh, phat
hién miu va xu huéng. Mot budc quan trong trong phan tich dit liéu 1a biéu
dién dit liéu mot cach hiéu qua. Biéu dién dit liéu gitp ching ta truyén tai
nhiing thong tin vé dii liéu mot cach tot hon.

1.1.1 Biéu dién dit liéu dang than-ld

Biéu do than-ld (stem-and-leaf) 1a mot cong cu thong ké dudc sit dung dé
biéu dién dit liéu s6 dudi dang biéu do, trong dé, con s6 hang dau clia mbi
dong dugc goi 1a “than” (stem), con con sb cubi cing (hodc con sb cubi
cling va céc chit s6 ding sau) ctia méi dong dugc goi 1a “13” (leaf).
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Vidu 1.1. Gia st mét dit liéu cho béi day s6 23, 27, 27, 31, 32, 33, 33, 33,
36, 37, 38, 38, 41, 45, 45, 49. Hay biéu dién dii liéu trén bang biéu do than 14
va giai thich cach lam.

Loi giai

Dit liéu d6 c6 thé dugc biéu dién duéi dang biéu do6 than-la nhu sau:

than | 1a
2377
31123336 788
41559

Trong biéu db than-14 nhu trén, cic con s6 hang dau (than) 12 2, 3 va 4, va
céc con s6 cudi cling (1a) 1a nhiing con sb con lai. Vidu, s 6 dudc danh
d4u 6 trén biéu thi gid tri 36. Cach biéu dién nay tuy don gian nhung gitp
t6 chtic va hién thi di liéu mot cach truc quan va dé hiéu hon.

Trong biéu db than-14, cac gi tri trong phan 14 c6 thé dudgc lp lai mot
s6 1an nhat dinh, thé hién “tan suat” clia gia tri dit liéu tuong ting. Nhu
trong vi du trén, tan suit ctia cac gia tri 27 va 45 1a 2, trong khi do, tan suét
ctia gia tri 33 1a 3.

Sif dung phan mém dé biéu dién di liéu

Trong subt bai gidng nay, chiing ta ding phan mém R dé thuc hanh tinh
toan va trinh bay két qua. Phan mém R 1a phan mém hé trg ngon ngit lap
trinh phan tich thong ké chuyén nghiép véi giao dién don gian, dé sit dung
va hoan toan mién phi v6i ma nguén mé. DEé biét thém thong tin, tai va
cai dat, vao htts: //www.r-project.org/. Ban doc c6 thé tham khao thém
Akritas [4].

CAS 1.1. Trong phan mém théng ké R, chiic ning stem() gitip tao biéu dd
than-1a, nhu dud6i day:

data = c(23, 27, 27, 31, 32, 33, 33, 33, 36, 37, 38, 38, 41,
45, 45, 49)

stem(data)

#i#
##  The decimal point is 1 digit(s) to the right of the |
##
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# 2 | 377
## 3 | 123336788
# 4 | 1559

V6i dit liéu cua Vi dutrong bién data, dong Iénh stem(data)cho két
qua diang nhu trén.

1.1.2  Biéu dién dit liéu dang do thi

Do thi tan sudt (histogram) hay biéu do tan sudt (hoic “t6 chiic dd”) 1a mot
biéu do6 théng ké ma sit dung cac hinh cot dé biéu dién phan phéi clia mot
tap hop dit liéu. Truc ngang ctia do thi tan suat thudng 1a cac khoang gia
tri ctia dit liéu, trong khi truc diing thé hién tan suét tuong déi (ti 1é phan
trdm) clia cdc quan sat trong moi khoang do.

Budc dau tién trong quy trinh vé mot db thi tan suat 1a xdc dinh s6 luong
cac khoang gia tri ctia dit liéu. Chting ta can quyét dinh s6 lugng khoang
dit litu muén phan chia. S6 lugng cac khoang nay c6 thé anh huéng dén
cach ma dit liéu dugc hién thi, nén thudng can thi nghiém va diéu chinh
dé dat dugc hiéu qua tot nhat.

Tiép theo, chiing ta can tinh toan bién clia cic khoang, tiic 1a chia pham
vi gi4 tri ctia dit liéu thanh cac khoang dua trén sb lugng khoang da chon.
Mobi khodng sé c6 mot gidi han trén va duéi.

Trong Vi du[l.1} ching ta phan

chia di liéu lam 6 khoang: 21-25,

Histogram of data 26-30, 31-35, 36-40, 41-45, 46-50,

dém s6 lugng quan sat trong méi

khoang, va tinh tan sudt tuyét doi

(absolute frequency) clia méi diém

7] dit liéu trong méi khoang dé. Tan

~ suat tuong doi (relative frequency),

- ki hiéu f.(x;), bang s6 cac diém dit

o L - liéu nhan gia tri x; chia cho tong

s diém di liéu, 1a mot sd6 duong

bé hon 1, hoic tinh theo phan trim
thi bé hon 100%.

Két qua clia viéc tinh tan suat
clia cac diém di liéu ghi trong
Hinh 1.1: Biéu d6 cot clia ditliéu ctia Vi Bang|[1.1)dudi day.
du[Edi6i ciing, hay vé mot cot cho mbi khoang, véi chiu cao clia cot thé
hién s6 lugng quan st trong khodng d6 va két qua thu dugc 1a Hinh[1.1]

Db thi tan suit thudng dudc st dung dé hiéu phan phéi ciia di liéu,
cho phép nhan biét cic dic diém nhu xu huéng trung tAm, su phan tan

Frequency

20 25 30 35 40 45 50

data
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Lép 21-25 26-30 31-35 36-40 41-45 46-50
Tan sut tuyét dbi 1 2 5 4 3 1
frel (%) 6,25 12,50 31,25 25,00 18,75 6,25

Bang 1.1: Tan suat 16p tuyét d6i va tuong doi

va hinh dang cta dii liéu. N6 la mot cong cu quan trong trong phéan tich
thong ké va truc quan hoa dii liéu.

Trung vi va tit phan vi

Trung vi la gi? Gia sti c6 mot mau x. Xét c4c gid tri mau c6 tinh chéat sau,
goi la tinh chat trung vi,

It nhdt 50% cdc gid tri mau I6n hon hodc bdng gid tri do va it
nhat 50% cdc gid tri mau nho hon hodc bang gid tri do.

Khi d6, c6 nhiéu nhat hai gia tri trong mau c6 tinh chat trung vi. Trung vi
mau (sample median) bang trung binh coéng cac gia tri c6 tinh chat trung
vi néu trén.

Néu mau x ={x, x,,..., x,,} dudgc sép xép theo thti tu ting dan,

Xmin = X1 < Xp <+ < Xp = Xmay
thi xét hai truong hgp sau:

e Truong hop n chan, n = 2k. Khi dé, cac gia tri x; va x;,; thod man
tinh chat trung vi. Néu x; < x., thi d6 1a hai gi tri mau thoa man
tinh chét trung vi va khong con gid tri nao khac. Con néu x; = x, thi
gia tri chung d6 la gia tri trung vi duy nhét. Trong ca hai truong hop,
trung vi clia mau la

1
m= E(xk + Xgs1)-

e Truong hop n 18, n =2k + 1. Khi d6, moi gia tri mau c6 tinh chét trung
vi déu phai bang x;,, va do d6

m= Xg41-

Hiéu ctia gid tri 16n nhét x,,,, va gia tri bé nhat x,,;, goi 1a khodng bién
thién (range) ctia dii liéu x, tic1a R = Xpax — Xmin-

Vidu 1.2. Gid st diém kiém tra gitta ki mén Xac sut théng ké ctia 9 ban
sinhviénlépAla4,5,7,7,7,8,8,9,9.Khido, gia tri x; = x, = x5 =71a gid tri
duy nhat thoa man tinh chat trung vi néu trén. Do dé, trung vi ciia mau la
m=71.
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Vidu 1.3. Gid sit diém kiém tra gitta ki clia mot 16p Xac suat thong ké clia
10 ban sinh vién 16p B12 4, 5,6, 7, 7, 8, 8,9, 9, 10. Khi d6, c6 n =10 diém
mau. Hai gid tri x, = x; =7 va x4 = x, = 8 1a hai gid tri mau thoa man tinh
chat trung vi néu trén. Khi d6, trung vi mau bang

1

m=—-(7+8)=17,5.

2
Ttz phdn vi la gi? Khai niém tG phan vi dugc xac dinh tuong tu nhu trung
vi, nhung thay mtic phan chia 50% — 50% ctia trung vi bang 25% — 75% va
75% — 25%.

CAS 1.2. Trong phan mém théng ké R, chiic nang summary () dua ra téng
ket vé gia tri bé nhat, 16n nhat (min, max), cac ti phan vi (bao gom median),
va trung binh.

data = c(23, 27, 27, 31, 32, 33, 34, 34, 36, 37, 38, 40)

summary (data)

#it Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.
## 23,0 30,0 88,5 32,7 36,2 40,0

Doc két qua thu dugc thi trung vi ctia dit liéu 1a m = 33,5, 1a trung binh
cong ciia hai gi4 tri 33 va 34 thod man tinh chat trung vi. Hai t phan vi
con lai 12 phan vi Q1 = 30 va Q3 = 36,25. Chiing ta c6 thé kiém tra cac
tinh toan nay bang tay nhu sau: Mai gid tri trong hai gia tri mau 27 va 31
thoa man tinh chét: c6 it nhét 25% diém mau bé hon hoic bang né va
it nhat 75% 16n hon hoic bang né. Do d6, Q1 = 0,25 x 27 + 0,75 x 31 = 30.
Tuong tu nhu vay, Q3 dudc xac dinh tir hai gia tri mau 36 va 37 nhu sau:
Q3=0,75%x36+0,25x 37 =36,25.

Biéu dé hop

Biéu db hop (boxplot, hoic box-and-whiskers plot) 13 mot cong cu truc
quan dugc st dung trong thong ké dé mo ta su phan phéi ctia dit liéu va
nhan dién céc gia tri bat thudng (outliers). Chiing gitip so sanh giita cac
nhém dii liéu mét cach truc quan va cung cap thong tin vé su bién thién
va xu huéng ctia da liéu.

Biéu do hop gom nhitng giz Céc thanh phan chinh ctia biéu db hop gom
hop (box), dudng giita (median line), va cac rau (whiskers). Phan hop thé
hién khodng tu phdn vi giita (interquartile range - IQR), tic la khoang tit
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phan vi thit nhat (Q1, tlic 25%) dén phan vi thi ba (Q3, tiic 75%) clia dit
liéu. Duong gitta hop 1a dudng nam ngang 6 gitia hop biéu dién gia tri trung
vi (median) cta d@ liéu, tic la phan vi thi hai (Q2, 50%). Cac rau la cac
dudng kéo dai tit hai dau ctia hop biéu dién khoang dit liéu bén ngoai tit Q1
dén Q3. Thong thudng, rau kéo dai dén 1,5 1an do dai IQR (hiéu Q3—Q1).
Cudi cling, cac gia tri ngoai lai (néu c6) 12 nhiing diém dit liéu nim ngoai
rau, thuong dudc biéu dién bang cadc ddu chAm nhé.

Ung dung clia biéu do6 hop la gi?
Biéu do hop gitp so sanh phan
phéi dit liéu mot cach dé dang, cho
thay mot cac truc quan su phan

phéi gitta cdc nhém di lieu khdc ~ ~ -
nhau. Chuing cting gitip nhéan dién N

gia tri ngoai lai, 1a nhiing gid tri “bat ©

thuong” trong tap dii liéu. Biéu do ~

hop cling thé hién xu huéng trung © ‘ ‘

tam va mtc do bién dong: Trung vi VS (R S ‘
va cac phan vi gitip thay ré mtc do < L

tap trung va bién dong ctia dit liéu.
Chiting ta c6 thé vé biéu do hop

clia dii liéu rat dé dang biang phan

mém, nhu trong CAS sau day.

CAS 1.3. Trong R, dé vé biéu dd e e e

hop clia mot tap dit liéu, chi cin Hinh 1.?: Biéu do hop cua cac du liéu

dung boxplot (). trong Vi du[1.2

x=c¢(,7,7,7,8,8, 9,9

y = c(5, 6, 7, 7, 8, 8,9, 9, 10)
z=c(4, 6,6, 7, 7,7, 9,9
boxplot(x, y, z)

Két qué thu dugc 1a Hinh[1.2]biéu dién dit liéu & Vi du [1.2]va[1.3] Ban
doc c6 thé quan sat va tu rit ra cac két luan veé cac di liéu va su so sanh
gitia chung.

Bai tap 1.1. Tim céc ti phan vi cia di liéu trong cac Vi du[1.2)va[l.3]

1.1.3  Trung binh, phwong sai mau, va d léch chudn mau

Déi v6i cadc mau dit liéu, bén canh t& phan vi va trung vi, ngudi ta thuong
quan tam den mot so tham so khéc, bao gom trung binh (mean), phuong
sai (variance), va d¢ léch chuén (standard deviation). Chting 14 nhiing dic



8 CHUONG 1. PHAN TICH DU LIEU. LI THUYET XAC SUAT

trung tuy don gin nhung rat quan trong, cho nhiing théng tin ban dau vé
mau.

Pinh nghia 1.1:

A = ~ 1A X 3 .z . P R x
Cho mot mau dit liéu gom céc gia tri x;, x,, ..., x,,, gom n diém mau.
Trung binh % cua no la

Trong coéng thic (L), ki hiéu “sigma” >_ c6 nghia la

n
D oxi=x et .
i=1
Nhan xét 1.1. Néu frel ;) 12 tan suat tuong dobi ctia diém dit liéu x;, thi
trung binh con c6 thé dU(}c tinh la

% =Zx,-frel(xl-). (1.2)

Nhu vay, trung | binh x x bang tong clia tat ca cac gid tri x; xuat hién trong
mau nhan véi tan suét tu’dng déi ctia né.

Tham sb tiép theo can néi dén 1a phuong sai (variance) clia dit liéu.
Phuong sai do miic dé phdn tdn ctia di liéu quanh gia tri trung binh, tic la
miic do bién dong clia dit liéu so véi gid tri trung binh ctia dit liéu. Cu thé,
phuong sai dugc tinh bang cach lay trung binh binh phuong clia khoang
cach gitta moi gia tri dii liéu va gia tri trung binh:

Pinh nghia 1.2:

Cho mot mau dii liéu gom céc gia tri x;, X, ..., x,,, gom 7 diém mau.
Phuong sai s*> cia mau dugc cho nhu sau:

2=t Z(xi — %P (1.3)

D (= %P = (1 — B + (0= B o (2, — B

Dé tinh toan thuan tién hon, nguoi ta co thé st dung cong thic (1.4)
sau day cho phuong sai mau hiéu chinh.
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Bai tap 1.2. Cho x =(x}, Xp,..., X,) [amot mau va x2 = (x2,x2,..., x2) la mau
gdbm binh phuong clia cac gia tri mau trong x. Khi d6, phuong sai mau
hiéu chinh ctia x c6 thé tinh la

, n

st=—— (x2—x2), (1.4)

trong d6, x2 1a trung binh ctia mau x2. Hay chiing minh cong thtc trén.

Vi du 1.4. Cho mau dit liéu x = (45,48,48,49,50). D€ tinh trung binh va
phuong sai, ching ta tinh cdc gia tri x? va ghi vao bang nhu sau:

2

i X; X;

1 45 2025
2 48 2304
3 48 2304
4 49 2401
5 50 2500

Trung binh 48 2306,8

Gia tri 6 dong cudi cling 1a trung binh cong cac gia tri phia trén. Tit d6,
trung binh cua x 1a 48, trong khi d6, phuong sai ctia x tinh theo cong thic
(1.4) la

s%= % (2306,8—(48)*)=3,5.

LAy cin bac hai clia phuong sai mau, chiing ta thu dudc d6 1éch chuan
(standard deviation) cia mau.

Pinh nghia 1.3:

Do léch chudn s clia mau la

s:\/s—:J nl_IZ(x,-—x)z. (1.5)

Nhan xét 1.2. D¢ léch chuan mau c6 cling don vi véi cac gid tri mau trong
khi d6 phuong sai cia mau c6 don vi la binh phuong ctia don vi clia mau.

Trung binh, phuong sai, va d§ 1éch chuan clia mau dit liéu c6 thé tinh
tu dong bang may tinh khoa hoc, chang han nhu Casio 580VNX, va bang
cdc phan mém mady tinh, thuong la cac hé thong dai so6 mdy tinh (computer
algebra system — CAS). Muc CAS duéi day minh hoa céch tinh to4n bang
phan mém R.
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CAS 1.4. Trong R, mdt mau dii liéu don gian c6 thé dudgc dua vao bang
tay qua lénh concatenation, viét tit l1a c. Tuy nhién, luu y rang R cling c6
thé doc ditliéu tit cac tép bang tinh (nhu tép excel hoic csv). Trung binh,
phuong sai, va d¢ 1éch chudn dugc tinh, theo thit tu, bang cac lénh mean () ,
variance(), vasd().

Doi véi dit liéu trong Vi dull.1] ta tinh dugc trung binh, phuong sai, va
do léch chudn ctia né va thé hién § man hinh nhu sau:

data = c(23, 27, 27, 31, 32, 33, 33, 33, 36, 37, 38, 38, 41,
45, 45, 49)
print (mean(data))

## [1] 35,5
print(var(data))
## [1] 50,67
print(sd(data))

## [1] 7,118

Bai tap muc(1.1]

1. Cho diliéu x ={20,21,21,21,19,19,20,20,19}.

(a) Hay sap xép dit liéu theo thit tu ting dan.
(b) Biéu dién ditliéu dang than-14.
(c) Tinh trung binh, phuong sai, va do léch chudn clia mau dit liéu dé.

(d) Tim trung vi va cac td phan vi clia dit liéu.
2. Cho mét mAu dit liéu biéu dién duéi dang biéu db than-14 nhu sau:

135
556789
0133455
67899
12235
667

W WD ==

(a) Hay vé biéu do cot (histogram) biéu dién dit liéu trén.

(b) Hay tinh trung binh, phuong sai, va d léch chuin clia mau.

3. Chiing minh rang trung binh ¥ cia dit liéu x tuy y luén nam giita gid tri bé nhat va
gia tri I6n nhat: x,;, <X < Xpay.
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1.2 Phép thit, két qua, su kién va cac phép todn trén su kién

Muc tiéu ctia phan nay 14 gitip ban doc hiéu ré cac khai niém co ban ciia
mon xac suat, gom cac khai niém cd ban vé phép thu (trial), su kién (hay
bién co - event), cac phép toan trén su kién. Tai liéu tham khao: Kreyszig
(1, §24.2].

1.2.1 Mét s6 khdi niém co bén

Mot phép thit (trial) 1a mét 1an thuc hién mét thi nghiém duy nhat. Két

qua ctia mot phép thit goi 1a mot két qud hay két cuc (outcome), va la mot

diém mau (sample point). Mot khong gian mdu (sample space) clia mot

thi nghiém 1a tap tat ca cac két qua c6 thé xay ra, thuong dugc ki hiéu 1a Q.
Dé hinh dung 16 hon, hay xem may vi du sau:

« Kiém tra mot san pham, két qua c6 thé 1a san pham dé c6 16i, hoic
khoéng c6 16i. Nhu vay, c6 thé viét 2 = {16i, khong 16i}.

* Gieo mét xtic xac va ghi lai s6 chAm thu dugc. Khong gian mau c6 thé
mo talatap Q=1{1,2,3,4,5,6}.

* Gieo mot xtic xac hai 1an va ghi lai s6 cham thu dudc cling véi thi tu.
Khong gian mau c6 thé mo ta la tap

0={1,2,3,4,5,6)%,
gdm 36 phan ti.

* Gieo hai dong xu va ghi lai s6 mat sip. Khong gian mau c6 thé mo ta
la tdp 2 =1{0,1,2}, gom 3 phan tt.

Trong cac vi du trén, chiing ta khong thé biét dugc két qua nao sé xay ra
trude khi phép thit dugc thuc hién. Cac phép thit nhu vay la déi tuong
nghién ctiu chil yéu ctia li thuyét xac suat, va dudgc goi la phép thii ngau
nhién (random trial).

Trong mét phép thit, chiing ta c6 thé quan tam dén mot két qua duy
nhat, hoic moét nhém cac két qua cé6 mot tinh chat chung nao dé. Vi du,
trong phép thit gieo xtic xic, xét su kién “S6 chdm xudt hién la s6 1é”. Su
kién nay xay ra khi chiing ta thu dudc mot trong nhém céac két qua 1, 3,
hodc 5, va dugc mo ta béi tap hgp A={1,3,5}. N6 la tdp con ctia khéng gian
mau, tiic 1a A c Q. Diéu nay dudc tong quat hoa thanh khai niém su kién
(mot s6 sach goi 1a bién cb) nhu sau:

Pinh nghia 1.4:

Mot tap con ctia khong gian mau dudc goi la mot s kién.
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Trong mot s6 sach, su kién con dudc goi la bién co.

Nhu vay, néu A la mot su kién va  1a khong gian mau (cting lién dén
mot thi nghiém T nio dé) thi A c Q. Trong vi du truéc, “S6 chdm xuét
hién 12 s6 18” cho su kién A = {1,3,5}, 1a mot tap con clia khéng gian mau
0=1{1,2,3,4,5,6}.

Néu Ala mot sy kién lién quan dén mét thi nghiém T da dugc tién hanh,
két qua a xay ra vdi a € A, thi ching ta néi A xdy ra. Chting ta cting néi a la
mot két qud thudn lgi cho su kién A. Trong vi du néi trén, A= {1,2,3}, néu
a =3 xay ra thi a 1a mot két qua thuan 10i cho A.

1.2.2  Cac phép toan trén su kién

Cac phép toan co ban trén su kién cing la cac phép toan cd ban trong li
thuyét tap hop “ngay tha” (naive set theory), dudc biét dén trong toan hoc
& bac trung hoc va can thiét cho hau hét cac linh vuc ctia toan hoc.

Hai phép toan co ban nhat dbi vé6i cac su kién 1a phép hgp thanh (tong)
va phép giao (tich), dugc dinh nghia nhu sau:

Pinh nghia 1.5:
Gia stt A va B 1a hai su kién lién quan dén cting mét phép thii T.

* Tong AU B la sukién gdm tat ca cac diém mau clia A hodc clia
B (hodc ctia ca hai).

e Tich AN B la sukién gom tat ca cac diém mau thuoc vao ca A
va B.

Tong va tich ctia nhiéu su kién dudc dinh nghia tuong tu.

Nhu vay, hai phép toan trén

hoan toan giéng vé6i hai phép hop
Q thanh va giao trong li thuyét tap
hop. Ching ciing 1a tong va tich
trong dai s6 Boole (Boolean alge-
bra), thudng dugc minh hoa bang
céc biéu do Venn (Venn diagram,
xem Hinh[1.3).
Vidu 1.5. Giast T la phép thii gieo
xtc xac 1 leiln, Alasukién “mat xuat
hién la chan”, va B la su kién “mat
xuat hién 16n hon 3”. Khi dé,

Hinh 1.3: Biéu d6 Venn minh hoa
khong gian mau Q va hai sukién Ava B
v6i giao khac rong

A=1{2,4,6}, B=1{4,5,6}.
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Nhu vay,
AUB=1{2,4,5,6},

1a su kién bao gom cac két qua a thod man mét trong hai diéu kién a chan
hoac a > 3, hoac ca hai. Trong khi d6,

ANB={4,6}

1a su kién bao gdm cac két qua a thoa man dong thoi hai diéu kién a chin
vaa>3.

Hai su kién 1a xung khéc (hay “loai trit nhau” — mutually exclusive) néu
chiing khong thé xay ra dong thoi. Néi cdch khac, khong c6 két qua nao c6
thé thuan 10i cho ca hai su kién xung khic.

Pinh nghia 1.6:
Néu hai su kién A va B lién quan dén mot phép thit 7 thoa man
ANB=§

thi A va B goi la hai su kién xung khdc.

Chuy 1.1. Trong trudng hdp A va B 1a xung khéc, néu A khong xay ra thi
khéng nhdt thiét B phai xay ra. Vi du, trong phép thit gieo xiic xic, néu
A=1{1,2} va B={4,6} thi Ava B la xung khac, nhung néu két qua xuat hién
mat 3 cham thi 16 rang B khong xay ra, va A cling khong xay ra.

Pinh nghia 1.7:
Néu A va B xung khac va néu AU B = (khong gian mau) thi B dudc

goi 1a su kién doi ctia A, ki hiéu B =A.

Nhu vay, néu su kién déi A clia A gom cac két qua nam trong phan
bu A = Q\ A trong Q cla A. Vi du, trong thi nghiém gieo xtc xac, Q =
{1,2,3,4,5,6}, gia st A={1,2}. Khi do,

A=0\A=1{3,4,5,6}.
Bai tép
1. X4c dinh hoédc mé ta khong gian mau ctia cac thi nghiém sau:

(@) Liy ngiu nhién 3 trai cay trong hop chita ca tdo va dao

(b) Tung hai déng Xu
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(c) Tung hai xtic xac
(d) Tung mdt xiic xac lién tuc nhiéu 1an cho dén khi mat “Sau” xuét hién
(e) Chonramét nhém gom 2 ngudi trong 5 ngudi

(f) Lay tiing trdi cam (khong hoan lai) trong mot hop c6 10 tréi, trong dé 1 tréi bi
héng

2. Tung 3 xuc xéc. Cac su kién A: Tong sé chdam chia hét cho 3 va B: Tong s6 cham chia
het cho 5 c¢6 xung khac hay khong?

3. (a) Sukién dbi ctia khong gian mau la gi?
(b) Chiing minh rang su kién déi ctia tong hai su kién bang tich clia cac su kién
doi cua ching.

(c) Chitng minh rang su kién d6i ctia tich hai su kién bang tong ctia cac su kién
doi ctia ching.

1.3 Hoan vi, chinh hgp, t6 hop

Quy tic dém 1a mot trong nhiing céng cu cd ban va quan trong nhét trong
toan hoc t6 hgp va xac suat. Nhiing quy tic nay gitip chiing ta tinh toan s6
lugng kha ning c6 thé xdy ra ctia mot su kién hoic két hop cac dbi tuong
khac nhau ma khong can phai liét ké tat ca cac trudng hop. Trong xac suét,
viéc biét cadch dém diing s6 truong hdp cé thé xdy ra 1a budc dau tién dé
tinh to4n x4c suat ctia mot su kién. Cac quy tic dém co ban ma chiing ta sé
noéi chi tiét sau day la quy tac cong, quy tac nhan, chinh hgp, t6 hop, va sb
hoan vi.
Tai liéu tham khao: Kreyszig |1}, §24.3].

1.3.1 Quy tic céng va nhin

Néu su kién A c6 n; cach xay ra va su kién B c6 n, cach xay ra, va hai su
kién nay khong chong chéo (ttic 1a khong xay ra dong thdi), thi sé cach dé
A hodc B xdy ra l1a téng clia n; va n,. Vi du, mét nhém c6 5 nam va 7 nii.
Chon mot ngudi tit nhém nay, vay sbé cach chon dugc 1a 5+7 =12 cach.

Mat khac, néu mot su kién c6 thé dudc chia thanh nhiéu buéc, va moi
budc c6 so lugng kha nang khac nhau, thi toan bé cach thuc hién su kién
d6 1a tich ctia s6 cach thuc hién tiing budc. D6 1a quy tic nhan. Vi du, mot
quan ca phé c6 3 loai ca phé va 4 loai siia. D& chon moét loai d6 udng gobm
ca phé va stia, chung ta c6 3 x 4 =12 cach chon.
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1.3.2 Chinh hop, t6 hop, va s6 hodn vi

Chinh hgp 12 s6 cach sap xép k phan tit tit mot tap hgp gom n phan ti. S6
cac chinh hgp chép k ctia n phan tii la

=n-(n—1)---(n—k+1).

Mit khéc, t6 hop 1a s6 cach chon k phan tii tit mot tap hop gom n phan
&t ma khong quan tam dén thi tu. S6 cac t6 hop chap (combination) k ctia
n phan tit1a
n! n-(n—1)---(n—k+1)

k _
¢ 1 k!

n = kln—k)

Cuoi cung, so cac hoan vi ctia n phan ti la
P=nl

Luu y, dé thuan tién vé mit ki hiéu, chiing ta quy uéc 0! = 1.

Vidu 1.6. M6t hop chita 5 qua cau mau xanh va 8 qua cau mau vang. Xét
phép thit chon ngau nhién dong thdi 3 qua cau tit hop do. Khi d6 s6 phan
t cua khong gian mau la

s 13!

= —286.
i3 3!(13-3)! 86

CAS 1.5. Trong R, s6 cac cach chon k phan tii trong mot tong thé gom n
phan t{t dugc tinh bang ham choose (). Vi du, dé tinh s6 cac cach chon
mot so la bai trong mot bo bai, chiing ta tinh nhu sau:

result = choose(n, k)
print(result)
## [1] 3,679e+09

Két qua thu dugc 1a s6 t6 hgp chap 9 clia 52 phan tli, CJ, = 3,6791 x 10°.
D6 chinh 12 s6 cach chon ra 9 14 bai trong bo bai gdm 52 14 bai.
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Bai tdp muc[1.3

1. Liét ké tat ca cac hodn vi ctia cac chit cdi A, B, C, va D. C6 tit ca bao nhiéu hoan vi
ctia chting?

2. C6 bao nhiéu cach chon ra 5 chiéc bt trong hop 12 chiéc?

3. C6 bao nhiéu cach xép 10 l4i xe vao n xe bus?

4. C6bao nhiéu cach chon 3 sinh vién trong 16p 40 sinh vién vao mét hoi dong gom
cac vi tri chid tich, thu ki, va uy vién?

1.4 Dinh nghia va cac tinh chat co ban cua xac suat

Trong muc nay, chiing ta nhéc lai nhfmg kién thl’rc cd ban vé x4c suat, bao
gom cac dinh nghia va nhu’ng quy tic co ban vé xac suat X4c suat c6 dleu
kién, cong thiic cong xac suat, cong thiic nhan xac suat, cong thiic xac suat
toan phan va dinh li Bayes. Tai liéu tham khao: Kreyszig [1}, §24.3].

1.4.1 Dinh nghia tong qudt ciia xdc sudt

Néu mot phép thit T dudce thuc hién » 1an thi tan sudt tuyét doi (absolute
frequency) clia mot su kién A, ki hiéu 1a f(A) (f 14y tl chit frequency), 1a
s6 1an xuét hién két qua thuan 1gi ddi véi A. Tan sudt tuong doi (relative
frequency) cua A trong n phép thi (da thuc hién) la

ﬁel(A) = M .

n

(1.6)

Tan suét tuong dbi c6 mot s6 tinh chat sau:
0< ﬁel(A) <1, frel(ﬂ) =0, ﬁel(Q) =

Hon nita, v6i cting n phép thit dé, va vi mot su kién B xung khac véi 4, ta
co
ﬁel(A UB)= ﬁel(A) + ﬁel(B

Hoic tong quat hon, v6i A va B tuy y
Jrel(AU B) = frei(A) + frel(B)— frel(AN B).

Mdt nhu cau thuc té nay sinh la uéc tinh cac tan suat tuong do6i clia mot
su kién truéc khi n phép thit d6 dugdc thuc hién. Nhu cau nay lién quan
dén khai niém xac suat thuc nghiém (empirical probability) clia mot su
kién.

'Xd4c suét thuc nghiém clia mot su kién A lién quan dén mot phép thit T
dudc diing dé danh gia kha nang xay ra A khi phép thit T dugc thuc hién
nhiéu lan. Néu thuc nghiém tung mot déng xu can xiing, déng chat nhiéu
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lan, kha ning xuat hién mit sap (S) va ngiia (N) ngang nhau. Xac suat thuc
nghiém clia su kién xuat hién mit (S) ciing nhu su kién xuat hién mit (N)
sé déu xap xi bang 0,5. Néu mot xtic xac (dice) cdn xiing, dong chat dugc
gieo nhiéu lan, thi xac suét thuc nghiém ctia su kién xuat hién cac mat 1, 2,
dén 6 12 ngang nhau va déu xap xi bang 1/6. D6 1a hai vi du vé nhiing thurc
nghiém ma khong gian mau c6 hitu han diém mau trong dé, véi nhiing li
do veé tinh déi xting (tinh can xting, dong chat), ma kha ning xuat hién moi
két qua dugc xem 1a nhu nhau. Khi d6, chiing ta c6 thé cho tuong ting méi
su kién v6i mot gia tri sé6 ma chiing c6 thé danh gia mot cach hgp li kha
nang mot su kién xay ra. Mdi gia tri nhu vay goi 1a xac suat (Ii thuyét) clia
sukién A. Diéu quan trong & day 1a ludt s6 I6n dadm bao riang cac xac suét
thuc nghiém clia mét su kién sé hoi tu, theo mot nghia nao do, t6i xac suét
li thuyét ctia no.

Pinh nghia 1.8:

Gia st mot phép thit T c6 khong gian mau Q chita mét s6 hitu han
cac diém mau, kha nang cac diém mau xuit hién 1a nhu nhau, thi
xdc suat cho mot sukién A xay ra la

e S0 céc diém mau trong A _ |A|

T QA .z L R = - v (1.7)
S0 cac diém mau trong Q€|

2 N A 2 R X A N N A N N
6 do |A|la so cac diém mau trong mot su kién A (va tat nhién || la
A ~ R = A . =
so cac diém mau trong khong gian mau).

Tl dinh nghia, chang ta c6 P(#) =0, P(2) =1, trong khi do
0<P(A)<1 VAcCAQ. (1.8)
Cac tinh chat nay tuong tu nhu tinh chét clia tan suat tuong doi.

Vidu 1.7. Gieo mét con xtic xac dong nhat. Tim xac suat ctia su kién sau:
“So cham thu duoc la so l¢”.

Loi giai

V6i gia thiét xtic xac 1a dong nhat, chiing ta coi kha nang xuat hién bat ki
mot mit nao d6 trong 6 mit 1a nhu nhau. Do d6, néu A la su kién xdy ra khi
xuat hién mat c6 s6 diém 1a1é thi A= {1,3,5}, va vy thi A c6 3 diém mau:
|A| = 3. Mit khac, khong gian mau Q= {1,2,3,4,5,6} c6 6 diém mau: |2 =6.
Do do,

1Al 3

PA)=10=5

=0,5.
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Chiing ta cling néi xac suat xuat hién su kién A 12 0,5, hoic 50%.

Vidu 1.8. Trong ctia hang con 100 béng dén trong d6 c6 4 bong dén bi
héng. Ngudi ban hang 14y ngiu nhién 2 béng dén giao cho khach hang.
Tim xac suat ngudi khach hang d6 mua it nhat mot bong dén hong.

Loi giai

Gia sti chiing ta danh s6 tac bong deén tit 1 dén 100, trong d6 béng thi nhat
va thit hai 1a cdc bong bi hdng. Phép thit 6 day la chon ngau nhién hai bong
dén trong 100 béng dén. Két qua clia méi phép thit nhu vy 1a mot cip sé
(a,b) v6ia # b, 1a thii tu cia cac béng dén dugc chon. Khong gian mau Q

1a tap tat ca céc két qua va nhu vay: | = C?, = 4950.

Goi A c Q12 tap tat ca cac cip (a, b) trong d6 a # b va it nhat mot trong
chiing thudc {1,2}. Ngudi ban hang chon phai it nhat mot béng hong néu
két qua phép thlt ndm trong A . Mt khac, |A| = 99 + 98 = 197. Mbi két qua
(a, b) c6 ciing kha ning xay ra nén xac suat A xay rala

Al 197
= =" =0,03979798.

P(A)= — =
) Q] ~ 4950

X4c suat ngudi hang mua phai béng hong ding bang xac suat clia A, xap xi
4%.

Trong trudng hop tong quat & d6 gia thiét vé kha niang xuat hién céc
ket qua trong khong gian mau nhu nhau khéng con nita, ching ta c6 khai
niém xac suat va khong gian xac suat (probability space) nhu sau:
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Pinh nghia 1.9:

Cho mot khong gian mau Q, méi su kién A ¢ Q, tuong Gng véi mot
s0 P(A), goi la xdc suat ctia A, sao cho cac tién de sau dong thai thoa
man:
1. V6i mobi A trong Q,
0<P(A)LI1. (1.9)

2. Toan b6 khéng gian mau c6 xac suat bang don vi:

P(Q)=1. (1.10)

3. V6i hai sukién A va B xung khdc, ticla AnB =0,
P(AU B)= P(A)+ P(B). (1.11)

Néu © c6 vo han cac phan ti, tién dé nay dudc thay béi tién
dé:

3. V6iday cacsukién A;, Ay, ..., A, ... xung khac tiing doi (nghia
laA;nA; =0 voimoii# j)

P(lulA,-):ZIP(A,-), (1.12)

trong dé, vé phai 1a mot chubi s6 duong hoi tu.

Nhan xét 1.3. Trong truong hdp Q2 c6 vo han phan tii, dém dugc (nhu tap
s6 tu nhién), hay khong dém dugc (nhu tap céc so thuc trén [0, 1]), thi ngudi
ta sé chi xét mot 16p nhat dinh goi la .7, céc tap con clia Q thod man cac
tién dé clia cac “o-dai 35’ D6 1a mot 16p céc tap con ma ngudi ta c6 thé
gan cho moi tap con mot xdc suat mot cach “hop 1i”. Mot su kién sé 1a mot
tap con clia 2 nam trong .%. Nhu vay, khéng phai moi tip con ciia Q déu la
mot su kién. May man 1a han ché nay khong anh hudng t6i kha niang ting
dung ctia li thuyét xac suat trong thuc tién, bdi vi cac tip con ctia 2 khong
nam trong o-dai s6 . thudng khong xuat hién trong thuc tién, trong khi
viéc xay dung chiing mot cach tritu tugng cing khong phai la mét viéc don
gian.

1Sig’ma dai s6 12 mot khai niém quan trong trong li thuyét xc suét va giai tich, dic biét 1a trong
li thuyeét tich phan Lebesgue.



20 CHUONG 1. PHAN TICH DU LIEU. LI THUYET XAC SUAT

1.4.2 Cdcdinh li ca bdn ciia xdc sudt

Mot sb quy tic tinh x4c suét tuy don gian nhung rat hitu ich, chang han
nhu quy tac bu sau day:

Ménh dé 1.1: (Quy tic bir)

Cho mot su kién A va su kién doi 1ap clia n6 1a A trong mot khong
gian mau ©, khi do _
P(A)=1-P(A). (1.13)

Chiing minh. Tu dinh nghia cta su kién dbi, ching ta c6 ANA =0 va
AUA=0.Do doé

1=P(Q2)=P(A)+ P(A).
Tit d6 dé dang thu dugc dang thtic can chiing minh. O

Vi du 1.9. Tung 10 dong xu dong nhat déng thoi. Tim x4c suat ciia bién cb:
“It nhat 2 mdt sap xuat hién’.

Loi giai

Khong gian mau Q c6 thé dudc xem 12 tip cac chudi gdbm 10 ki tu S va N
thé hién cac két qua sap (S) hoic ngiia (N) ctia cic dong xu sau khi tung.
Ro rang

Q] =2'"=1024,
trong khi d6 kha niang thu dugc mot chudi nhat dinh 1a nhu nhau. Day 1a
mot gia thiét vé tinh dong khd ndng, ¢6 dugc tit nhiing yéu té thuc té nhu
cac dong xu 1a can xiing va dugc tung mét cach doc lap nhau.

DE tim x4c suat clia A mot cach truc tiép, ching ta can dém sb cac diém
mau trong A. Cach lam nay tuong déi khé khin, do c¢6 9 trudng hgp tuong
ing v6i s6 mit sap ding bang 2, 3, ..., 10. Tuy nhién, néu dém cac diém
mau trong su kién dbi A: “Xuét hién nhiéu nhat 1 mat sip,” thi ching ta dé
dang thay dugc

A=ByUB;, B,NB,=0,

trong d6, B; 1a sukién “Xuat hién ding i mit sap”. Dé thay,
|Bol=1, [|Bi|=10.
Ap dung dinh nghia c6 dién ctia xac suét dé thu dugc

11

P(Z):P(Bo)+P(Bl):ﬁ,
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vavay thi P(A)=1— a1 = 1033,
Ménh dée 1.2 (Quy tic cong)
Néu A va B 1a hai su kién lién quan dén cling mot phép thi thi

P(ANB)=P(A)+ P(B)—P(ANB). (1.14)

Chuing minh. Bai tap! O

Vi du 1.10. Tung mét xiic xic can xting. Goi A la su kién “S6 chdm 18" va B
la sukién “So cham 16n hon ba”. Khi do,

b6i vi A={1,3,5} trong khi d6 B = {4,5,6}. Hon nia,
ANB={5},

nén P(ANB)=¢.Vay

P(AUB)=P(A)+ P(B)—P(ANB)=

(2R W]

N =
+
DN =
[N ]

Két qua nay ciing c6 thé suy ra tlt nhan xét AU B = {1,3,4,5,6} c6 5 két qua.

Bai tap
1. Trong hop c6 4 bit chi mau xanh va 2 but chi méq dé.?Lén lugt 1y ngau nhién hai
chiéc but chi trong hop (khong tra lai). Tim x4c suat deé:
(a) Lan dau tién 14y dugc bt mau xanh va lan thi hai lay dudc biit mau dé.
(b) Lan dau tién lay dugc bt mau dé va 1an thit hai lay dugc biit mau xanh.
2. Trong mdt chiéc hop c6 20 chiéc btit mau den va 12 chiéc btit mau tring. LAy ngau

nhién dong thoi 4 chiéc bt trong hop d6, tinh xac suat dé lay dugc hai btit mau den
va hai bat mau trang.

3. LAy ngau nhién 4 14 bai tit mot bo bai 52 14 bai.
(a) Xac dinh khong gian mau va s6 cac diém mau.
(b) Tim xac suét ctia su kién “ly dudc 4 14 bai chét co”.
(c) Tim xAc suét ctia su kién “ly dudc 3 14 bai chét r6 va 114 bai chat nhép”.
(d) Tim xac suét ciia su kién “ly dudgc 2 14 bai chét bich va 2 14 bai chat ro”.

4. Trong mdt hdp c6 8 vién bi mau xanh, 4 vién bi mau d6, va 3 vién bi mau vang. Liy
ngau nhién dong thdi 2 vién bi tit d6. Tinh xdc suat dé c6 it nhat 1 vién bi mau do6.
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1.5 Xac suat co dieu kién

Xac suat c6 diéu kién (conditional probability) 1a mot khai niém co ban
trong li thuyét xac suat, gitip xac dinh kha nang mot su kién xay ra, dua
trén thong tin rang mot su kién khac da xay ra. Pudc ky hiéu la P(B | A), né
1a x4c suat xay ra su kién B khi biét rang su kién A da xay ra.

Xdc suét c6 diéu kién dudc ting dung rong rai trong nhiéu linh vuic khac
nhau. Vi du, trong Y hoc, né duing dé danh gia kha nang mac bénh khi c6
cac triéu chiing hoic két qua xét nghiém. Vi du, néu biét rang mot ngudi
c6 két qua xét nghiém duong tinh cho mét bénh, xac suat ho thuc su mac
bénh 12 bao nhiéu dua trén ti lé mac bénh trong cong dong. Trong Kinh
té va tai chinh, xac suat c6 diéu kién c6 thé diing dé danh gia rti ro trong
dau tu. Chang han, xac suat thi trudng chiing khoan ting gia khi c6 thong
tin vé thay déi chinh sach tién té 1a bao nhiéu? Trong thuong mai dién ti,
X4c suat c6 dieu kién dugc ding dé dé xuat san pham, nhu xac suat khach
hang sé mua mét san pham khi ho da xem qua san pham tuong tu. Trong
bao hiém hodc quan tri rii ro, xac suat c6 diéu kién gitip danh gia rii ro
dua trén cac su kién da xay ra nhu thién tai, tai nan hay héa hoan, v.v.

1.5.1 Dinh nghia xdc sudt cé diéu kién
binh nghia 1.10:

Gia stt A 1a mot su kién véi xac suat duong, P(A) > 0. Xac suat clia
mot su kién B, biét rang su kién A da xay ra, ki hiéu la P(B | A), goi la
“xdc sudt ctia A véi diéu kién B xdy ra’. Xac suat diéu kién nay dudc
cho béi cong thiic sau:

P(ANB)

Luu ¥, néu A 1a su kién c6 xac suat bang 0 thi P(B | A) khong c6 nghia,
do dieu kién A khong c6 kha nang xay ra.

Vidu 1.11. Tung mét xiic xic dong nhat 2 1an va ghi lai két qua thu dugc.
Cac két qua co thé viét dudi dang (a, b) v6i a, b €{1,2,...,6}. Vi du, néu lan
tung thit nhat thu dudc 3 chim va lan tung thit hai thu dudc 2 cham thi két
qua ghi (3,2). Khong gian mau ctia thuc nghiém nay 1a

Q={(1,1),(1,2),...,(1,6),...,(6,1),(6,2),...,(6,6)},

gom 36 két qua: || = 36.
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Xét su kién A: S6 cham thu dvgc 6 lan tung thii nhat la 16”. Cé nghia la
A={(a,b)eN|alé}={1,3,5}x{1,2,3,4,5,6}.

Khi do, |A| = 18 va vay thi
=26 =

Tiép theo, xét su kién B: “Tong hai két qud ciia hai lan tung bang 5”. Khi d6,

P(A) 0,5.

B={(1,4),(2,3),(3,2),(4, 1)},

v6i xdc sut P(B)=|B|/|0|=4/36=1/9.
Bay gio, luu y rang
ANB={(1,4),(3,2)},
va do do
|JAnB| 2 1
] 36 18"
Gia st chiing ta da biét A xdy ra, c6 nghia 1a két qua 1an tung thi nhét 12 18.
Khi d6, xac suat cua B véi dieu kién A, xac suat P(B | A), la

P(ANB)=

P(BnA) 1 1
P(B|A)= —— 0~ .o5=".
P(A) 18 9
Nhan xét 1.4. Khi chiing ta tinh xac suat clia B véi diéu kién A, chiing ta
da thu hep khong gian mau Q vé mot khong gian mau mdi @ = A va tim
xac suat cua mot su kién B’ = BN A trong khéng gian mau nay. Trong vi du
trén, véi diéu kién A, chiing ta thu hep khong gian mau dé c6 dugc
Y ={(a,b)|la=1,3,5vab=1,...,6},
Vv6i || = 18 két qua, trong khi d6
BN ={(1,4),(3,2)},
gom hai két qua. Tl day, dé dang thay P(B | A) = 3, ding nhu két qua da
tinh.
Tu dinh nghia ctia x4c suét diéu kién, ching ta c6 quy tic nhan nhu
sau:

Ménh dé 1.3:
Néu P(A) > 0 thi
P(ANB)=P(B|A)P(A). (1.16)

Cong thiic (T.I6) goi 1a cong thiic nhan hoic cong thiic chubi (giébng nhu
cong thiic dao ham ham hgp trong giai tich).
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Vidu 1.12. Xac suit dé mdt nhan vién nii trong céng ty dugc chon ngau
nhién sinh vao ngay chti nhat 14 14,2%. Biét rang ti 1é nhan vién nii trong
cong ty la 55%. Chon ngau nhién mot nhan vién trong cong ty. Tim xac
suat dé nguoi dudc chon 1a nit sinh vao chii nhat.

Loi giai

Néu A 14 su kién “Ngudi dugc chon la ni”, thi P(A) =0,55. Néu B la su kién
“Ngudi dugc chon sinh vao cht nhat” thi, theo gia thiet, P(B | A)=0,142.
Xac suat can tinh la P(An B). Theo cong thtc trén,

P(ANB)=P(B|A)P(A)=0,55x 0,142 = 0,0781.

1.5.2 Cac su kién doc lap

Khai niém cac su kién doc ldp duing dé mo ta cac su kién ma viéc su kién
nay xay ra hay khong khong phu thudc vao su kién kia xay ra hay khong. Vi
du, néu gieo hai dong xu, thi dong xu thit nhat 1a “sap” hay “ngiia” khong
phu thudc vao trang thai clia dong xu thi hai. Trong li thuyét xac sut, tinh
chét nay dudc dinh nghia mét cach chinh xac nhu sau:

binh nghia 1.11:
Hai su kién A va B thoa man
P(ANB)= P(A)P(B), (1.17)

dudgc goi la hai su kién ddc lap.

Vi du 1.13. Xét thi nghiém gieo xtic xic hai lan. Khong gian mau Q gdm
cac cap (a,b), v6ia, b €{1,2,...,6}, gom 36 diém mau. Xét su kién A: “Két
qua lan gieo thit nhat 1a chin”, va B: “Két qua lan gieo lan thit hai 1a bé hon
3”. Khi do,

A=1{2,4,6}x{1,2,3,4,5,6},
gom 3 x 6 = 18 diém mau: |A| = 18. Trong khi d6,

B={1,2,3,4,5,6} x {1,2}
gom 2-6 =12 diém mau: | B| = 12. Nhu vay,
P(A)=18/36=1/2, P(B)=12/36=1/3.

Dé kiém tra xem A va B c6 doc lap hay khong, chiing ta tim An B, d6 1a tap
cac ket qua vdi lan gieo thi nhat dugc so chan cham con lan gieo thi hai
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c6 s6 cham it hon 3. R6 rang,
ANB={(2,1),(2,2),(4,1),(4,2),(6,1),(6,2)},
gom 6 diém mau: |An B|=6. Tt d6
P(ANB)=6/36=1/6=P(A)P(B).

Tit két qua nay, chiing ta két luan A va B 12 hai su kién doc lap.

Vi du trén phan anh mot mét quan sat thuc te 1a, trong mo hinh trén,
ket qua cua lan gieo thi nhat khong anh hudng cta téi két qua ctia lan gieo
thi hai, va “kha nang” ca hai su kién cung xay ra dugc danh gia bang tich
ctia cac kha nang cua tung su kién doc 1ap xay ra.

O mot géc nhin khéc, tit quy tic nhén, ching ta c6 néu A va B 1a hai su
kién v6i xac suat duong thi ching doc 1ap néu va chi néu

P(A|B)=P(4),
hoac
P(B|A)=P(B).
N6i cach khac, xac suat dé su kién nay xay ra khong phu thudc vao diéu
kién su kién kia c6 xay ra hay khong.
Vi du 1.14. Hai khau sting cling ban vao mét dich véi xdc suat ban tring
lan lugt1a 0,6 va 0,8. Tim xac suat
(a) it nhat mot khau sting ban tring dich;

(b) cahai kh4u cling triing dich.
Loi giai

Neéu goi A 1a sy kién khau sting thi nhat ban triing va B la su kién khau
sting tht hai ban tring dich thi P(A) = 0,6 va P(B) = 0,8. Xac suat ca hai
khau ban triing dich 1a x4c suat ctia su kién tich AnB. Do A va B doc lap
nén
P(AN B)= P(A)P(B)
=0,6%0,8
=0,48.

Cubi cling, stt dung cong thiic cong, ta tinh xac suat it nhat mot khau ban
trang la

P(AUB)=P(A)+P(B)— P(ANB)=0,6+0,8—0,48 = 0,92,

tuc la 92%.
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Lay mau

Gia sti chiing ta c6 mot nhém dbi tugng véi cac dic tinh nao dé. Xét thit
nghiém liy ngau nhién mot déi tugng va quan sat dic tinh clia né. Khi dé,
xac suat dé thu dugc mot dic tinh nhét dinh phu thudc vao sb dbi tugng
c6 dac tinh dé trong nhém. Mét tinh hubng thd vi xdy ra khi chiing ta tiép
tuc lday mau trong nhém déi tugng dé. Dé tim hiéu ki hon, hay xét vi du sau
day.
Vi du 1.15. Trong hép c6 100 san phdm trong dé c6 15 san pham 16i va
85 san pham khong 16i. Lay ngau nhién lién tiép 2 san pham tit trong hop
(khéng tra lai sin pham sau khi l4y). Tim x4c suét clia su kién B: “Sdn pham
ldy lan thii hai bi 161" v6i diéu kién A: “Sdn phdm ldy lan thit nhdt bi 16i.”
Diéu thi vi 1a khi xem hai 1an 14y mau 13 hai phép thi lién tiép, thi xac
suat lién quan dén phép thit thi hai phu thudc vao két qua clia phép thit
thti nhat.
Chting ta c6 hai truong hgp:
« Néu lan dau tién lay dudc san pham 16i, thi xac suat dé 1ay san pham
lan 2 bi16i la P, = 14/99, vi liic nay c6 99 san pham trong hop véi 14
san pham 16i.

e Néu lan 14y mau dau tién thu dugc sin pham khong 16i, thi x4c suat
délan thi hai c6 16i1a P, = 15/99.
Trong thi nghiém nay, khong gian mau Q gom tat ca cac cap cé thii tu
gom 2 san pham. Khi d6,

| = A%, = 9900.

Bién cb A: “Sdn phdam ldy lan thit nhat bi 16i” ddng nhét véi tap con Ac Q
gdm céc cap hai san pham (a, b), a 16i. B6i quy tic dém trong muc truéc,
|A|=15-99=1485. Do do,
1485
= 5900 =
Két qua nay hoan toan phti hgp véi quan sat kha ning lay dudc san pham
16i hay khong trong lan 14y thit nhat khong phu thudc vao két qua ctia lan
thit hai. Trong khi d6, tru6c khi 14y san pham lan tht nhat, c6 100 san pham
v6i 15 san pham 16i.

Mit khac, néu B 1a su kién “Sdn phdam ldy lan thit hai bi 16i” thi AN B
1a sukién “Cd hai sdn phdm déu bi 16i”, tiic 1a tap cac cip san pham (a, b)
cting bi 16i. C6 tt ca 15 san pham 16i nén sb cac ciap nhu vay la sb cac chinh
hop chép 2 clia 15 phan tl: |AN B| = A%, =210. Ti d6

2100 7

P(ANB)=—— = — ~0,0212121...
9900 330

P(A)

’
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Nhu vay, xac suat clia su kién “Sdn phdm thit hai c6 16i” v6i diéu kién “Sdn
pham thii nhat co 16i” 1a

P __P(ANB) 14
(B|A)—W—%~O,l4l4l4l...

Diéu thi vi 1a két qua nay hoan toan phit hop véi quan sat thuc té 1a néu A
xay ra thi trudc khi 14y san pham 1an tht hai, c6 99 sdn pham trong hop
trong d6 c6 14 san pham bi 15i.
1.5.3 Xdc suét toan phan va céng thitc Bayes
Muc nay néi vé cong thiic Baye va cong thiic xac suit toan phan lién
quan dén khai niém hé day du cac su kién.

Pinh nghia 1.12: (Hé day di)

Cac sukién A;, A,, ..., A, ciia mot khong gian mau Q dugc goi la
mot hé day du néu

1. Ching xung khéc tiing doi: A;NA; =0, v6imoi i # j,
2. A1UA2UUA,,=Q.

RO rang néu A,, A,, ..., A, 1a mot hé day du thi

P(A;)+P(Ay)+---+P(A,)=1.

Nhu vay, xac suat cia mot su kién B c6 thé tinh bang tong cac xac suat véi
diéukién A;, i =1,2,...,n. Cu thé hon, chung ta c6 dinh li sau.

Pinhlil.1:

Gia sii {4,,...,A,} 1a mot hé day da cac su kién trong khong gian
mau Q. Khi do, v6i moi sukién B c Q, ta co

P(B)=ZP(B mA,»)zzp(B | A;)P(A)). (1.18)
i=1 i=1

Chiing minh. Bai tap. O

1Thomas Bayes (khoang 1701-1761) 1a mét nha toan hoc va théng ké hoc ngudi Anh.
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Cong thitc Bayes

Mot trong nhiing két qua co ban nhung déng vai trd quan trong trong
xac suat va thong ké 1 cong thiic Bayes. Cong thiic nay la nén tang cho li
thuyét théng ké Bayes.

Néu A va B 1a hai su kién trong mét khong gian Q véi cac xac suat duong:
P(A), P(B)> 0. Theo cong thiic xac suat diéu kién,

P(ANB)=P(B|A)P(A).

Tt d6 suy ra
_ P(ANB) _ P(B|A)P(A)
P(A|B)= PB) P(B) . (1.19)

Nhung A va A lap thanh mot hé day di nén
P(B)=P(B| A)P(A)+ P(B | A)1—P(A)).
Thay vao (I.19), ching ta thu dugc

P(A|B)= P(ANB) _ P(B|A)P(A) 1.20)
P(B) P(B|A)P(A)+ P(B|A)1—P(A)) )

D6 chinh 14 trudng hop don gian nhét ciia cong thiic Bayes .

Vidu 1.16. Gia st c6 mot loai xét nghiém dé phat hién mot bénh hiém gip
v6i do chinh xac 12 95%. Gia stt 1% dan s6 mac bénh nay. Néu mot ngusi
dudc chon ngau nhién tir cbng dong dudc xét nghiém c6 ket qua duong
tinh, thi xac suat thuc su mac bénh la bao nhiéu?

Loi giai

Goi D 1a bién cb ngudi bi nhiém bénh va T 1a bién c6 xét nghiém cho két
qua duong tinh. D6 chinh xac cta xét nghiém la 95% c6 nghia la doi véi
ngudi c6 bénh, xac suat dé ho duong tinh véi xét nghiém la

P(T|D)=0,95,
va dbi v6i ngudi khong bi bénh, xac suat ho xét nghiém am tinh 12
P(T | D)=0,95.

Do do, o o

P(T|D)=1-P(T|D)=0,05.
Chiing ta dudc yéu cau tim xac suat mot ngudi bi bénh véi diéu kién ngudi
do6 c6 xét nghiém duong tinh, tic la xac suat c6 dieu kién P(D | T).
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Chung ta cé
P(T)=P(T|D)P(D)+P(T | D)P(D)
=0,95-0,01+0,05-0,99=0,059,

va khi thay vao cong thic Bayes, thi
P(T|D)P(D) _ 0,95x0,01

PDIT)= P(T) 0,059

~0,161.

Vay x4c suat thuc su mac bénh khi c6 két qua duong tinh tit xét nghiém d6
la khoang 16,1%.

Nhan xét 1.5. Trong vi du trén két qua P(D | T)~ 0,161 tinh dugc do xac
suat bi bénh trong céng déng, P(D)=0,01, da biét. Gia tri P(D | T)~ 0,161
khong biét dugc néu chiing ta khong biét dudc miic do phé bién clia bénh
trong cong dong.

Trong thuc té, xac suat dé mot loai xét nghiém cho két qua chinh xac
hay khong phu thudc vao ngudi dugc xét nghiém c6 bi bénh hay khong, c¢6
nghia 1a P(T | D) khong nhat thiét bang P(T | D) nhu trong vi du trén. Gia
tri P(T | D), cho xac suat ngudi c6 bénh dudc chuan doan ding, dudc goi
12 dé nhay (sensitivity) ctia xét nghiém, gia tri P(T | D), cho x4c suat nguoi
khong c6 bénh dudc chuan doan diing, dudc goi 1a do ddc hiéu (specificity)
cuia xét nghiém. Gia tri P(D | T) goi la gid tri du bdo duong tinh (positive
predictive value - PPV), con P(D) 1a mtc do phé bién ctia bénh trong cong
dong (prevalence of disease).

Tré lai Vi du néu a la do
nhay cuia xét nghiém, con  la do
dac hiéu cta xét nghiém, va p la
miic d6 pho bién clia bénh trong

o
cong dong thi, I
P(T|D)=a, 8 |
P(T|D)=1-P(T|D) -
=1-8, T8
trong khi do o |
l\— —
P(D)=p. ° ‘ ! \ w
Lap luan nhu trén, tt cong thic 02 04 06 08
Bayes chung ta dé dang suy ra gia X
tri du bao duong tinh PPV(p) la
PPV(p)=P(D|T)
- ap ) Hinh 1.4: D6 thi clia PPV véi nhiing gia
(a+Bf-1)p+1-p tri khac nhau ctia a va 8

(1.21)
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Nhan thay khi g = 1 thi
PPV (p)=1vdimoi p, nhu ki vong.
Nhung trudng hgp nay hiém gip trén thuc té. Thong thudng chiing ta c6
0<a<1vao<p <1.Véidiéukién g <1 thi PPV(p) phu thuéc mot cach
phi tuyén vao p (né 1a mot ham hitu ti bac 1 ctia p).

Tw ta c6 PPV(p) — 0 khi p — 0. Nhu vay, d6i v6i cac bénh hiém
gap thi gia tri du bao PPV ciing rat bé, it c6 y nghia. Mit khac, khai trién
Taylor tai p =0 c6 dang

PPV(p)= —L_+0(p?), p—o0.
1-p
Heé sb a/(1— ) cho thay, dbi véi bénh hiém gap, ngudi dudc xét nghiém cé
két qua duong tinh c6 kha ning méc bénh cao gap bao nhiéu 1an ngusi
khong dugc xét nghiém.
Tu (T.20) va coéng thiic x4c suat toan phan (L.I8), ching ta c6 thé mé
rong cong thiic Bayes cho mot hé day di cac su kién nhu sau:

DPinh1i 1.2:

Giasti {A},A,,...,A,} ]a mot hé day dii cac su kién trong khong gian
mau . Neu B c 2 sao cho P(B)> 0, thi
P(BNA;) _ P(B|A;)P(4A;)

P(B)

P(4;|B)=

kf P(B| AQ)P(A;)
=1

Bai tap 1.3. Gia sii theo mot thong ké, c6 68% thu dién tii 1a thu rac. Mot bo
loc thu dién tii c6 thé phan loai diing dugc 98% thu rac, va phan loai nham
3% thu thudng la thu rac. Tinh x4c suat mot thu dién it 1 thu thudng biét
rang né bi bo loc nay phan loai 1a thu réc.

1.5.4 Day phép thit Bernoulli

Gia st chiing ta c6 mot phép thit v6i hai két qua, goi 1a “thanh céng”
va “that bai”. Goi A la su kién thu dugc két qua thanh cong, véi xac suat
P(A)= p 1amét tham sb cb dinh, 0 < p < 1. Ching goi la phép thii Bernoulli.
Mot day phép thit Bernoulli gdbm céc phép thit Bernoulli doc Idp va c6
cling xac suat thanh céng p. Day phép thit Bernoulli c6 hai thuéc tinh co
ban:
 Doc lap: Moéi phép thii trong day 1a ddc 1ap véi cac phép thit khac.
Diéu nay c6 nghia la két qua ctia méi phép thit khong anh hudng dén
két qua ctia cac phép thii khac.
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« Cung xac suat thanh cong: TAt cA cac phép thii trong day cé cling xac
suat thanh cong p.

Ddy phép thii Bernoulli 13 md hinh x4c suat ctia n phép thit doc lap
trong d6 khong gian mau c6 2 diém mau, | = 2", véi cac diém mau c6
thé dugc ghi dudi dang day cac s6 0 hoic 1, véi s6 1 (hodc 0) 6 vi tri thit k
biéu thi két qua thanh cong (hoic that bai) 6 phép thii thit k. Khong gian
mau trong day phép thii Bernoulli khong phai 1a dong kha niang. Mot diém
mau c6 k thanh cong va n — k that bai sé c6 xac suat xay rala p¥(1—p)"*.
S6 cac diém mau nhu vay 1a t6 hop chap k clia n phan ti, tiic 1a bang
Ck =n!/(k\(n—k)!. Nhu vy, xac suét clia sy kién c6 ding k két qua thanh
cong la

P,(k;p)=Cyp*(1—p)"". (1.22)

Nhan xét 1.6. Luu y rang, tit cong thiic nhi thitic Newton, ching ta c6
n n
D Bikip)=> Cipfa—p)F=(p+1-p) =1.
k=0 k=0

Dang thiic nay phit hgp véi nhan xét rang céac su kién Ay: “cé ding k phép
thit thanh cong”, k =0,1,2,...,n, la mot hé day du.

Vidu 1.17. M6t 16 hang c6 mét s6 lugng 16n budi da xanh dugc ngudi ta
phan loai theo cach sau: Liy ngau nhién 25 qua budi lam mau va kiém
tra chat luong xem chiing “dat” hay “khong dat”. Néu khong c6 qua nao
khong dat chat lugng thi 16 hang dugc xép loai A; Néu c6 mot hodc hai qua
khong dat chat lugng thi 16 hang xép loai B; Con néu cé tit 3 qua khong dat
chét lugng thi 16 hang xép loai C. Gia st 16 hang dé thuc té c6 2% qua budi
khong dat chat lugng.

(a) Tim xac suit dé 16 hang d6 dudc xép loai A.
(b) Tim x4c suat dé 16 hang dé dugc xép loai B.

(c) Tim x4c suat dé 16 hang d6 dugc xép loai C.

Loi giai
Goi A, B, va C lan lugt 1a su kién 16 hang dugc xép loai A, B, va C.
(a) Vil hang c6 mot sb lugng 16n qua budi da xanh véi 2% sb budi khong
dat, nén ta c6 thé xem viéc lay méi qua budi dé kiém tra déu cé xac

suat 2% lay dudc qua khong dat chat luong va c6 xac suat 98% lay
dudc qua dat chéat lugng. Nhu vay, chiing ta c6 thé diing mé hinh day



32 CHUONG 1. PHAN TICH DU LIEU. LI THUYET XAC SUAT

25 phép thit Bernoulli dé tinh cac xac suat nhu yéu cau. Cu thé, xac
suat dé lay dugc 25 qua dat chat lugng la

P(A)=(0,98)° ~ 0,6034647.

(b) Tuong tu nhu (a), Xac suat dé 16 hang dudc xép hang B 1a

P(B)=C, x(0,02) x (0,98)** + C% x (0,02)* x (0,98)**
~0,3832918.

O trén, ching ta da st dung cong thtic cong: Su kién 16 hang xép hang

B 1a tong clia hai su kién “cé 1 qua khong dat chat lugng” va “c6 2 qua
khong dat chat lugng”.

(c) Vi4, B, va Clamot hé day dii nén xac suat dé 16 hang dudc xép loai
Cla
P(C)=1—P(A)— P(B)~0,01324343.

Bai tap -

1. Cho Ala mot su kién. Khi nao thi A déc 1ap v6i chinh né?

2. Néu Ava B la hai sukién doc lap thi cac su kién dbilap A va B cé doc lap hay khong?
Tai sao?

3. Gieo dong thoi hai con xiic xdc can dbi. Tinh xac suét dé tong s6 chAm xuét hién 16n
hon 10, biet rang it nhat mdt mat 5 cham xuat hién.

4. Mot chim chia khod gdom 9 chiéc trong dé c6 2 chiéc mé dugc 6 khoa. Thit ngau
nhién tiing chia vao 6 khod. Tim xéc suat dé 6 khoa dugc mé 6 lan thi tha ba.

5. (Cassells—Schoenberger—Graboy’ Gia sti trong thanh pho ¢6 1/1000 ngLIdl mic
mot loai bénh. Gia st c6 mot loai xét nghiém ma ai mac bénh ciing cho két qua
“duong tinh” trong khi d6 c6 5% ngudi khong méic bénh ciing cho két qua duong
tinh. Xét nghiém ngau nhién mét ngudsi. Hoi xac suat ngudi dé mac bénh la bao
nhiéu néu biét ngudi dé cho két qua xét nghiém la duong tinh?

1.6 Khainiém vé bién ngau nhién

N6i dung quan trong trong muc nay la vé khai niém bién ngdu nhién (mot
s6 sach goi 1a dai luong ngdu nhién). Cling giong nhu phép thii ngau nhién,
cac bién ngau nhién (BNN) phu thudc vao két qua clia phép thii va do do,
chiing ta khong xac dinh dugc gia tri cia n6 trudc khi thuc hién phép thi.
Trong I thuyét xac suét, diéu chiing ta quan tim khong phai la khi nao mot
BNN nhan mot gia tri cho truéc nao do, ma la kha nang xay ra ctia su kién

'Ward Casscells, B.S., Arno Schoenberger, M.D., and Thomas B. Graboys, M.D., Interpretation
by Physicians of Clinical Laboratory Results, N Engl ] Med 1978;299:999-1001
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mot BNN nhan mét gid tri ndo dé hoic gia tri d6 nam trong mot khoang
hay mot tap hop nao do.

Tai liéu tham khéo: Kreyszig (1, §24.5], Cramer [5, Chapters 13-20], D.
H. Théng [2].

1.6.1 Khainiém chung vé bién ngau nhién
binh nghia 1.13:

Cho Q12 mot khong gian mau. Mot bién ngau nhién (BNN) 1a mot
ham so X: Q@ — R sao cho cac xac suat P(X =a)va P(a < X < b) hoan
toan xac dinh.

Chiing ta ki hiéu P(X = a)1a x4c suat ctia sy kién “X = a”, tic 1a tap con
{p €| X(p) = a} clia khong gian mau Q. Tuong tu, P(a < X < b)1a xac suat
ctia su kién {p € Q| a < X(p) < b}. biéu kién cdc xac suat trén hoan toan
x4c dinh luén thod man néu khong gian mau la hitu han. Trong truong
hop © 12 v6 han thi hai diéu kién nay c6 nghia 1a cac tap con {X = a} va
{a < X < b} nam trong sigma-dai s6 cac tap hop c6 x4c sut.

Vi du 1.18. Liy ngiu nhién hai 1an lién tiép, m6i 1an mét qua béng tit mot
hop c6 5 qua béng mau trang va 3 qua béng mau vang va quan sat mau ctia
cac qua béng lay dudc. Goi X 13 bién ngau nhién cho béi s6 luong béng
mau trang lay dudc. Xac dinh khéng gian mau, tap cac gi tri clia X, va cac
xac suit P(X = a).

Chiing minh. Viét méikét qua ctiaphép thitla TT, TV, VT, va VV, tuong
ting véi cac két qua hai béng trang, bong thi nhat mau trang va béng thit
hai mau vang, v.v. Khong gian mau ldc nayla Q= {TT,TV,V T,V V}. Khi
dé, ham sb

X:Q—-R

xac dinh bdi bang sau:

Mau X
TT 2
TV 1

1
0

vT
Vv

Luu y rang, do sb béng mau trang va mau vang la khac nhau, nén xac
suat lay dudc béng mau trang va vang khac nhau. Do dé, cac diém mau
trong Q khéng phai la dong kha nang.
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Dé tinh dugc xac suét, chang han,
P(X=2)=P({TT}),

chiing ta can xay dung mot khong gian mau ma cac két qua 1a dong kha
ning, dua trén gia thiét mbi qua béng déu c6 kha niang dugc lay nhu nhau.

Danh sb cdc qua béng tlt 1 dén 8 sao cho cic béng mau trang cé sb
thitu 1, 2, va 3, trong khi d6 cac bong mau vang nhan cac thi tu con lai.
Khong gian mau bay gid 1a tap tat ca cac cip 2 qua béng c6 thi tu. Ro rang

|| = A% = 56.

Bay gio, chiing ta c6 thé tim x4c suat ctia cac su kién T T: “hai bong lay
ra mau trang”, T V: “béng thi nhat mau tring va thi hai mau vang”, V T:
“béng thit nhat mau vang va béng thit hai mau trang”, va V V: “ca hai béng
mau vang’.

Vi du, sb cac diém mau trong sukién T T 125 x 4 =20, do c6 5 cach chon
béng thit nhat mau trang va 4 cach chon béng tht 2 mau trang. Tt d6 suy

ra 20 5
P(X=2)=PUTT)=Z =17,

Tuong ty, chiung ta co thé tinh

P(0<X<1)=P{TV,VT}

=P{TV}H+P{VT}
15 15 15
= — 4 —=—
56 56 28

Cac xac suat khac dugc x4c dinh tuong tu; chi tiét danh cho ban doc. [

Nhan xét 1.7. Trong vi du trén, dé tinh cdc xac suat ching ta cling c6 thé
xét khong gian mau gom cac cip khong sap thi tu clia hai trong s6 8 qua
bong. Khi 4y, s6 di€ém mau la C2 =28, khéac véi cach gidi trudc (sy khac biét
nay 1a do chiing ta da ghi cac két qua clia thi nghiém theo hai cach khac
nhau). V6i cach nay, chiing ta ciing tinh dudc, ching han, xac suit dé lay
dudc hai qua mau trang 1a

CZ 10 5

PX=2)=—=2=—=—,
( ) CZ 28 14

diing nhu trén da tinh. Tuong tu, x4c suat dé iy dugc mot trang mot vang,
khong ké thit tu) 1a
C/xCl 15
P(X = 1) = 5—23 -,
cz 28
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ciing ding nhu két qua da tinh. Cubi ciing,

2
P(XzO)zP({VV}):C—e'Z— o5
8

Luuy, X trong truong hop nay c6 ding 3 gia tri va ching ta c6

5 15 3
P(X=0)+P(X=1)+P(X=2)=—+—+—=1
14 28 28

1.6.2 Bien ngau nhién roi rac va lién tuc

Cac bién ngau nhién xuét hién trong thuc té thudng rdi vao mot trong hai
loai: roi rac va lién tuc.

Bien ngau nhién roi rac

Mot BNN dudc goi 1a rdi rac néu tap tat ca cac gia tri c6 thé c6 ciané 1a
mot tap hitu han hodc dém du’q Nhu vay, néu X : Q — R 12 mot BNN roi
rac thi c6 thé viét

XQ)={x, x0,...,%,,...}.

Nhu vay, néu BNN X 12 rdi rac thi P(X = x;)> 0 véi moi x; € X(1).

Bién ngau nhién roi rac 1a mot cong cu quan trong trong ly thuyét xac
suat dé mo hinh héa cac hién tugng c6 tap gid tri r0i rac, chang han nhu s6
lan x4y ra mot su kién trong cac thi nghiém.

Bien ngau nhién lién tuc

Mot BNN lién tuc X xac dinh trén khong gian mau vé6i v han diém mau
trong dé cac xac suit P(X = x) =0, ttic 1a xac suat dé X nhan bt ki mot gia
tri cu thé nao dé déu bang 0. Cac BNN lién tuc thudng dudc diing dé€ mo
hinh héa céc dai lugng cé thé thay ddi lién tuc, chang han nhu thoi gian,
khoang cach, nhiét do, v.v.,, ctia cac khong gian mau vo han, hoic dung dé
md hinh hod mot cach gan diing cac mo hinh véi mét s6 “16n” khéng xac
dinh cac diém mau.

Trong thuc te cac dai lugng lién tuc nhu vay thuong chi duge xac dinh
(théng qua cac phép do dac hoic tinh todn) mét cach gan diing. Do d6,
dbi v6i nhitng BNN lién tuc, chiing ta sé quan tam dén cac xac suat dé gia
tri clia X roi vao mot khoang nao dé, tiic 1a cac xac suat dang P(a < X < b),
trong khi d6, xdc suat dé né nhan mot gia tri cu thé nao dé déu bang 0.

1Mot tap B c6 vo han phan tit goi la dém dugc néu né c6 thé viét dudi dang mot day B =
{x1,%,...,Xp,...}. Vidu vé cac tdp dem dugdc bao gom tap céc so tu nhién, tap so nguyén, hay tap
cdc so hitu ti. Tap cac so6 vo ti 1a mot vi du ve cdc tap khong dém dugc.
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Mit khac, luu y rang do P(X =a)=P(X = b)=0, nén
Pla<X<b)=Pla<X<b)=P(a<X<b)=Pa<X<Dh)
Diéu nay c6 nghia la viéc c6 xét cc gia tri tai hai dau mat hay khong, trong
truong hgp X 1a BNN lién tuc, la khong quan trong.
Bai tap
1. Bién ngiu nhién la gi? Su khac biét gifia bién ngau nhién rdi rac va lién tuc 1a gi?

2. Ly ngau nhién lién tiép (khong tra lai) hai qua béng trong mot thiing gom 4 qua
bdéng dé va 3 qua bong trang. Goi Y 1a s0 bong do lay dugc. Xdc dinh cac két qua co6
thé c6 va gia tri tuong ting clia Y.

1.7 Phan bo cua bién ngau nhién

Trong muc nay, chling ta néi vé ham xéac suat ctia BNN r0i rac, hAam mat do
xac suat ctia BNN lién tuc, ham phéan phoi tich luy ctia cac BNN rdi rac va
lién tuc, v.v.

1.7.1 Ham xdc sudt, ham mat dé, ham phéan phoi xdc sudt tich liyy

Pinh nghia 1.14: (Ham xéc suét)

Mbt ham s6 f: X(2) — R dudc goi 1a ham x4c suat (probability func-
tion) cia mét bien ngau nhién rdi rac X néu cac dieu kién sau dugc
th6a man:

@ X fx)=1,
X
(i) P(X = x)= f(x).
Hién nhién, ham xac suat ctia mot BNN rdi rac 1a duy nhat.

Theo dinh nghia, P(X = x)> 0 néu x € X(2). Do d6, néu f(x)1a ham xac
suat cia mot BNN rdi rac X thi f(x) > 0 v6i moi x € X(Q).

Vidu 1.19. Goi X 1a binh phuong clia s6 chim xuét hién trong thit nghiém
gieo xtic xdc mot lan. Khi d6, tap cac gia tri ctia X 1a

X(Q)={1,4,9,16,25,36},
V6i gia thiét xtic xac 1a can xting, ham xac suat ctia X 1a

{(1,1/6),(4,1/6),(9,1/6),(16,1/6),(25,1/6),(36,1/6)} .
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Chiiy 1.2. Ham xé4c suat ctia BNN rdi rac nhan hitu han gid tri c6 thé dugc
cho du6i dang bang ma & d6, cot thit nhat ghi céac gid tri clia x; thudc tap
gia tri X(Q) con cOt th hai ghi cac gia tri f(x;) = P(X = x;). Nhu vay, trong
Vi du[1.19) ham x4c suét dugc viét nhu sau:

i x [f(x)=PX=x;)

1 1 1/6
2 4 1/6
3 9 1/6
4 16 1/6
5 25 1/6
6 36 1/6

Pinh nghia 1.15:
Gia stt X 1a mot BNN v6i ham xéc suét f(x). Ham phdn phoi tich luy
cta X la

F(x)=)_f(t). (1.23)

t<x

Vidu 1.20. Trong mot ki thi, diém ctia 10 sinh vién lan lugt 1a
6,6,7,7,7,7,8,8,9,10.
Chon ngau nhién mot sinh vién trong 10 sinh vién néi trén va goi X 1a diém
s0 clia sinh vién do.
(a) Tim tap gia tri cua X.
(b) Tim ham x4c suét clia X.

(c) Tim xdc sut clia cac su kién A;: “Diém so ciia sinh vién duoc chon bé
hon hodc bang k”, v6i k =5,6,7,8,9.

Loi giai

(a) Khong gian mau Q 12 tap hdp gom 10 sinh vién trong 16p, trong khi
dé sb diém X : 2 — R 12 mot BNN nhén céc gid tri 6,7,8,9, 10:

X()=1{6,7,8,9,10}.
(b) Ham xac suét 1a ham sb f chinhén gia tri khac khong tai cac diém

thudc tap gid tri clia X. Tai cac diém trong tip gid tri ndy, f(x) cho béi
bang sau:
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i x flx)=PX=x;)

2 6 0,2
3 7 0,4
4 8 0,2
5 9 0,1
6 10 0,1

(c) Tit gia thiét, A, = {p € Q| X(p) < k}. Do d6, P(A;) = P(X < k) = F(k),
trong d6 F(x)1a ham phan phdi tich luy ctia X, cho béi

0 néux<6
02 néub<x<7
06 néu7<x<8
{0,8 néus8<x<9
0,9 néu9<x<10
1,0 néux>10

Luu ¥, cac ham phan phéi tich liiy ctia cac BNN rdi rac 1a cac ham hang s6
trén tiung doan.

D6i v6i cac BNN lién tuc, chiing ta sé can dén ham mat d6 xac suat. Cac
ham mat d6 x4c suét nay sé cho chiing ta cac xac suat khi lay tich phan ctia
chiing trén khodng can tinh.

binh nghia 1.16:

Mot ham s6 f(x)> 0 dudc goi la ham mdt do xdc sudt cia mét BNN
X néu

b
Pla<X< b):f flx)dx

xay ra véi moi a < b.

RO rang mot diéu kién can dé f(x) 1a mot ham mat d6 ctia mot BNN
nao dé la

f f(x)dx=P(—oo <X <00)=P(Q)=1, (1.24)

& d6, vé trai la mot tich phan suy rong (improper integral) cia mot ham
khong am (f(x)>0).

ITich phan suy rong f_ozo f(x)dx dugc dinh nghia la giéi han ctia cac tich phan ff f(x)dx khi
cho dong thoi A — —co va B — 400 doc lap nhau.
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Vidu1.21. Gidsi

ax? 0<x<3,
0 x €(—00)U(3,+00),

|

1a ham mat do xac suat clia mot BNN lién tuc X.
(a) Hay x4c dinh tham sb a.

(b) Tim P(0< X <1).

Loi giai

(a) Dé tim a, chiing ta dua vao diéu kién (I.24). Cu thé nhu sau:

« ’ axd |’
l:f f(x)dx:f ax’dx=-—"~| =9a.

—00 0 3 0

Tu do suyra a=1/9.
(b) V6ia=1/9,taco
1 311

a a 1
PO<X<l)=| ax?dx=2|=%_-_
0 3 |, 27

Pinh nghia 1.17:
Ham phdn phoi xdc sudt tich luy ciia mot BNN lién tuc X 1a

F(x)=P(X < x). (1.25)

Nhu vay, d6i véi mot BNN lién tuc, moi lién hé gitta ham mat do f(x) va
ham phan phoi tich luy F(x) la

F(x)=f f(r)dr,

va do d6 F’(x)= f(x). N6i cach khéc, F(x)kha vi va né la mt nguyén ham
cua f(x).

Chiiy 1.3. Luu ¥, trong nhiéu sach, ngudi ta dung ki hiéu f(x) cho ham
Xéc suat (probability mass function) ctia BNN rdi rac, va ciing diing ki hiéu
f(x) cho ham mat dd xac suat (probability density function). Cach ki hiéu
nay dé gay ra su nham lan gitia hai khdi niém x4c suat va mat do xac suét.
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1.7.2  Phén phéi dong thoi va cic bién ngau nhién déc lap

Trong nhiéu tinh hudng thuc té, cht’mg ta can ghi chép cac két qué cua
phep thit ngdu nhién nhu céc vécto biéu thi nhiéu dai lugng (chang han,
chiéu cao va can nang clia cac ca thé). Lic d6, ching ta quan tam dén
phan phoi xdc sudt dong thoi (joint probability distribution) ctia hai hodc
nhiéu hon céc bién ngau nhién.

Pinh nghia 1.18:

Gia stt X va Y 1a hai BNN roi rac. Ham xac suat dong thdi ctia X va
Y la ham so ctia hai bién x va y cho béi

flx,y)=PX=x,Y=y). (1.26)

Nhu vy, f(x, y)1a x4c suat dé xay ra dong thoi X nhan gid tri x va Y
nhan gia tri y.

Vidu 1.22. Tung moét dong xu lién tiép 3 1an. Goi X 1a s6 1an mit sap (S)
xuat hién ¢ lan tung thii nhat va Y la so 1an mét sap xuat hién trong hai lan
tung tiép theo. Khong gian mau gom cac két qua c6 thé thu dugc 1a

Q={NNN,SNN,NSN,NNS,SSN,SNS,NSS,SSS},

V6i |2 = 8 va cac két qua dong kha ning.

Gid tri cia cac BNN X va Y cho béi bang sau:

Piém miu
NNN

X

0

SNN 1
NSN 0
0

1

1

0

1

NNS
SSN
SNS
NSS
SSS

MR~ H+~OO|N
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Khi d6, ham phan phéi xac suat dong thoi la

(NNN)=0,125,
P({NSN NNS})=0,25,
(NSS)=0,125,
(SNN)=0,125,
P({SSN SNS}H=0,25,
= P(S88)=0,125,

trong khi dé f(x, y)=0 trong moi truong hop khac.

Luu y, néu X nhan mot sb hitu han céc gia tri x;,i =1,2,...,n va Y nhan
mot s0 hitu han céc gid tri y;, j=1,2,..., m thi phan phoi dong thai clia X
va Y hoan toan dudc xac dinh béi ma tran p;; v6i

pij =[x, y)=PX =x,Y = y)).

Nhu trong vi du trén, X nhan 2 gia tri 0 va 1, trong khi d6 Y nhan 3 gia tri
0,1va2.Matran p;; s lamatran c62 x 3

(0,125 0,25 0,125
10,125 0,25 0,125]

binh nghia 1.19:

Gia st X va Y 1a cic BNN lién tuc. Ham hai bién f(x, y) dugc goi la
ham ham mdt dé xdc suat dong thoi ciia X va Y néu

() f(x,y)=0, v6imoai(x,y),
i) [ % f(x,y)dxdy=1,
(iii) V6i moi sukién A,

P((X, Y)eA)zf fdxdy.
A
Tl ham x4c suat ddng thdi clia cac BNN, chiing ta c6 thé dua ra khai

niém cac BNN déc lap (independent random variables), chi tiét nhu trong
dinh nghia sau:
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binh nghia 1.20:

ai BNN X va Y v6i ham xac suat tuong ting 1a g(x) va h(y) dugc goi
la doc ldp neu ham xac suat dong thai f(x, y) ciia ching thoa man

f(x,y)=g(x)h(y), (1.27)

v6i moi x, y.

Ban doc c6 thé kiém tra cac BNN trong Vi du|1.22|1a cic BNN doc lap.

Nhan xét 1.8. Mbi quan hé giita khai niém doc lap ctia BNN va ciia cac
su kién nhu sau: Gia st X va Y la hai BNN lién tuc doc lap trén cung mot
khong gian mau. Néu I va J 1 hai khoang trong tap sb thuc va A va B tuong
unglahaisukién X eI, Y e J.Khido, AnB={(X,Y)eIx J}. Theo dinh li
Fubini (xem [7, §VIL.3]),

P(AﬂB)zf f(x,y)dxdy

[ o
oo

= P(A)P(B). (1.28)

Khi do, A va B la hai su kién doc lap.

Bai tip

1. Trong kho c6 6 bd ti vi, trong dé c6 2 bd bi hong. Lay ngiu nhién 3 bo dé giii cho
khéch hang. Goi X 1a s6 bo ti vi héng trong 16 hang gti di. Tim phén bo xac suat
clia X.

2. Mot BNN lién tuc X nhan gid tri tit x =0 dén x =2 va c6 ham mat do 1a f(x)=1/2 véi
x€[0,2]. Tim P(1< X <1,5)va P(X <1,7).

1.8 Cacso dac trung cia bién ngau nhién

N6i dung chinh ctia ph?m nay bao géom: trung binh (mean), phuong sai
(variance), va do léch Chuan (standard deviation) clia cac bién BNN. Phan
cubi, chiing ta cling néi vé trung vi (median) va mode clia cac BNN.
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1.8.1 Trungbinh

Trung binh 4 cia mét bién ngau nhién X 13 tuong tu véi trung binh % ctia
tan suat. Trung binh u dic trung cho vi tri trung tdm ctia phan phéi, con
dugc goi la ki vong toan (mathematical expectation), va con dudc ki hiéu
E[X], bdi vi n6 cho gia tri trung binh ctia X dugc mong dgi khi thuc hién
nhiéu phép thi.

DPinh nghia 1.21: Trung binh/Ki vong
Cho X la mot BNN roi rac hodc lién tuc. Trung binh ux hay ki vong
E[X] chia X dugc dinh nghia nhu sau:

ux=E[X]=> xP(X=x) (phan phdi roirac) (1.29)

X

+00
ux =E[X] =j xf(x)dx  (phan phdilién tuc), (1.30)

—0Q

trong d6, néu X 1a BNN lién tuc thi f(x)1a ham mat do cla X.

Chuy 1.4. Luu ¥, dbi véi mot BNN rdi rac hay lién tuc X, dé ki vong E[X]
ton tai thi cac vé phai ctia (T.29) hoac (1.30) phdi ton tai. Diéu nay tuong
duong véi tinh héi tu khong diéu kién clia tong trong vé phai clia
hodc tinh hoi tu clia tich phan suy rong trong vé phai (I.30).

Vidu 1.23. Cho thuc nghiém tung mét dong xu dong nhat can xiing hai
lan lién tiep. Goi X 1a so mat sap (S) xuat hién. Tinh trung binh ctia bien
ngau nhién nay.

Loi giai

Nhan thiy X 12 BNN rdi rac xac dinh trén mét khéng gian mau c6 4 két
qua: Q={SS,SN,NS,NN}. N6 c6 ham xac suat cho bdi bang sau day:

x Sukién{X=x} f(x)=P(X=x)
0 (NN} 0,25
1 (SN,NS} 0,50
2 {SS} 0,25

Tt d6, trung binh (hay ki vong) cua X la

,uX=IE[X]=fo(x)=0x0,25+l><0,50+2x0,25=1.

X

Vidu 1.24. Tinh trung binh ctia BNN c6 ham mat d¢ f(x) trong Vi du
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Loi giai

Ham mat d6 c6 dang f(x)= x2/9 v4i 0 < x <3 va bang 0 bén ngoai (0,3). Do
do, trung binh cua X la

[ele) 3x3 x43
HX:J_OOXf(x)dx:L ?dxzﬁ

Chii y 1.5. Hai BNN c6 ciing phan phéi thi c6 cling trung binh. Do dé,
ching ta cting coi trung binh ctia mét BNN la trung binh ctia phan phoi
cta no.

1.8.2 Phuwong sai va dé léch chudn

Phuong sai (variance) o dac trung cho su phén tan cia BNN cling nhu
ctia phan phoi xac suat ctia n6. Phuong sai ctia X dudc dinh nghia nhu sau:

o5 =E[(X —E[X]?]. (1.31)
Tt cdng thiic ctia ki vong, ta c6

o= Z(x —ufPp(X=x)  (phan phbirdirac) (1.32)
x+oo
o = f (x—w)?f(x)dx  (phan phéi lién tuc). (1.33)

Luuy, vi tong hoac tich phan suy rong trong cong thiic phu’dng saila khong
am, nén néu X c6 trung binh hitu han, thi phuong sai ctia X ludn tén tai,
hitu han hoic bang +oco.

Vidu 1.25. Tinh phuong sai cia BNN X trong Vi du
Loi giai

Tu tinh toan trong vi du trudc, ta c6 X nhan cac gia tri0,1,2 le trung binh
ux =1.Do d6, Y = (X —u)? nhan céc gia tri 1 va 0 véi cac xdc suat tuong ting
cho béi bang sau:

y Sukién{y=y} g(y)=P(Y=y)

0 {SN,NN} 0,5
1 {SS,NN} 0,5

Tur d6, phuong sai ctia X 1a

0% = E(X —pux ) =E(Y)=ZyP(Y=y)=O>< 0,5+1%0,5=0,5.
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Vidu 1.26. Tinh phuong sai cia BNN c6 ham mat do f(x) trong Vi du
Loi giai

Ham mat do c6 dang f(x) = x2/9 v6i 0 < x < 3 va bang 0 bén ngoai (0,3).
Trung binh ctia X da tinh dugc trong Vi du la

9

MX:Z-

Tu d6, ching ta tinh phuong sai nhu sau:

> ’ 9\2 x? 2
a§(=f (x—.ux)zf(x)dxzf (x—z) %m:%.

0

DPinh1i 1.3:

Néu X va X? ¢6 trung binh hitu han thi phuong sai 2 clia mét BNN
X c6 thé tinh dugc bang cong thiic

o5 =E[X*]-E[X]. (1.34)

Chiing minh. Ta sé chiing minh két qua nay cho truong hop BNN rdi rac.
Truong hgp BNN lién tuc danh cho ban doc.
Theo dinh nghia,
o= (x—uff(x)

=D (* —2px+p)f(x)

=> P f(x)—2u ) xf(x)+p* > f(x).
Thay Y. x2f(x)=E[X?], u=3 xf(x), va Y f(x)=1vao biéu thic cudi
cling, chiing ta dé dang thu dugc

o’ =E[X?]—2u® +u? =E[X?]—pu?.

Chiing minh trong truong hgp BNN X la lién tuc danh cho ban doc. O

Pinh nghia 1.22:

Gid tri o = Vo2 goi la do léch chudn ctia BNN X.
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Néu X 12 mot BNN va g 1a mot ham s6, thi g(X) cling 1a moét BNN. Mébi
quan hé gitta ham phan phéi clia X va clia g(X) hoic méi lién hé giita trung
binh va phudng sai cia X va cta g(X) thuong khong don gian. Tuy nhién,
trong truong hop g 1a ham bac nhat thi mdi lién hé giita trung binh va
phuong sai cia X va cia g(X) nhu sau:

Pinhli1.4:

Cho X 1a mo6t BNN véi trung binh y va dé léch chuén o > 0. Goi
Y = C1+C2X. I(lll dé,

uy=E[Y]=c+cu, oy=co. (1.35)

N6i riéng, neu

thi
,LLZZO, U'ZZ]..

Chti y 1.6. Dbi véi mot BNN X,

dudc goi 1a BNN chuan ho4 (standardized random variable) ctia X.

Vi du 1.27 (Phan phéi déu rdi rac). Mot BNN rdirac X c6 phan phéi déu
neu X nhan httu han gia tri {x,, x,, ..., x,,} v6i xac suat nhu nha

1
PX=x)=—, i=12,...,n.
n

Vi dy, cho X 1a mét BNN rdi rac nhan cac gia tri 1,2, ..., n va c6 phan phéi
déu. Hay tinh trung binh va phudng sai cta X.
Béit dau véi ki vong, ta co

n

pux =E[X]=>iP(X =i)

io1
_Z": i n+l
=1 2

Nhu vay, trung binh uy chinh I trung binh s6 hoc ctlia 7 gia tri clia X.

1Mot s6 sach yéu cau céc gid tri x; clia phan phdi déu rdi rac c6 dang x; =a +i—1vdia eR.
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Dé tinh phuong sai clia X, hay bat dau véi BNN X2 nhan cac gia tri
1,4,9,...,n% Do d6,

= i’P(X =1i)

i=1

n l-z

i
_(n+1)2n+1)
= s .

Tit d6, phuong sai ctia X 1a

0% =Var(X)=E[X*]—(E[X]}
(n+1)(2n+1)_(n+1)2
6 2
n®—1
12

Vi du 1.28 (Phan phéi déu lién tuc). Chiing ta néi mét BNN lién tuc X c6
phén phoi deu néu X c6 ham mat do xac suat c6 dang

flx)=

b—a

1 .
neu xe€la,b],
0 néu x ¢la,b]

Khi dé, chiing ta viét X ~ U(a, b). D& dang tinh dugc

b
]E[X]:f xf(x)dx
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trong khi do,

b
]E[XZ]:f x*f(x)dx

b
%2
= 3 dx
., b—a
b
%3

s(b—a)|,
_a*+ab+b*
= 3 )

Tit d6, phuong sai ctia X la

0% =D(X)=E[X*]-(E[X]}
a’+ab + b? b+a\?
- 3 _( 2 )
(a—DbYy
12

1.8.3 Trungvi va mode

Hai dic trung quan trong khéac clia cac BNN la mode (mét) va trung vi
(median).

Mbt ctia mét BNN

D6i v6i mot BNN rdi rac X, mode ctia né 1a mot hodc nhiéu gia tri x; clia X
ma cé xac suat P(X = x;) 16n nhét.

Néu c6 nhiéu gid tri c6 cling xac suét 16n nhat, bién ngiu nhién sé c6
nhiéu mét va dugc goi 1a da moét (multimodal). Mot vi du don gian ctia
BNN rdi rac c6 nhiéu mode 1a cac BNN c6 phan phoi déu.

Mode clia mot BNN lién tuc X 1a gia tri ctia bién x ma tai d6 ham mat
do xac suat f(x) dat gia tri cuc dai. N6i cach khac, mode 1a diém c6 mat do
X4c suat cao nhat trén dudng cong ctia ham mat do.

Néu ham mat do c6 nhiéu cuc dai, thi X ¢6 nhiéu mét va dugc goila da
mét (multimodal). Ngugc lai, néu ham mat d6 c6 mot cuc dai duy nhit,
bién ngau nhién d6 1a don mot (unimodal).

Trung vi

Trung vi (median) ciia mét BNN lién tuc X 1a gia tri m sao cho dién tich
dudi duong cong ctia ham mat do xac suat tit —oo dén m bang 1/2, tic la:
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f f(x)dxzé, (1.36)

trong d6 f(x)1a ham mat do x4c suét clia X. Nhu vay, P(X < m)=1.

Vidu 1.29. Xét mot BNN X véi ham mat do cho béi

2x néuxelo; 1],
0  trong cac truong hgp con lai.

f(X)={

Hay tim mode, trung vi, va trung binh ctia X.
Loi giai

RO rang, mode ctia X 12 gia tri x = 1. Mit khéc, néu m 1a trung vi thi

m
f 2xdx =0,5.
0

Tl d6, tinh tich phan trong vé trai clia diéu kién trén, ta c6
m? = 0,5,

va do do, trung vi ctia X 1a m = 1/0,5.
Cuoi cung, trung binh ctia X la

1 1 9
,uxzf xf(x)dx:f 2x*dx==-.
0 0 3

Nhan xét 1.9. Thong thuong, cac BNN lién tuc chi cé 1 trung vi. That vay,
néu c6 hai gid tri trung vi, hay goi 1a m, va m, (v6i m; < m,), thi bat budc
f(x) =0 trén toan bo doan [m;,, mz] Nhu’ng nhu’ng truong hop nhu vay
hiém x4y ra trong céc ting dung clia xac suat thong ké.

D6i v6i BNN rdi rac X thi ton tai nhiéu nhét hai gi tri m thuéc mién
gia tri ciia X sao cho

(1.37)

NI»—*

Trung vi cia X dugc dinh nghia la trung binh cong cta cac gia tri nhu vay.

Trung vi la mt chi s6 thudng dugc stt dung dé do ludng xu huéng trung
tam cta du liéu, dac biét khi dit liéu c6 nhiing gia tri ngoai lai (outliers)
hodc phan phéi khong déi xiing, vi trung vi it bi &nh huéng bdi cac gia tri
cuc doan hon so véi trung binh.
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1.8.4 Bt ding thitc Markov va Chebyshev

Bét déng thiic Markov!|néi réing d6i v6i mot bién ngau nhién khéng am X
va v6i moi a > 0, ta co:
E[X]
P(X>a)< . (1.38)
a

Chiiy 1.7. Bét dang thiic Markov chi hitu ich khi a > E[X].

Vi du 1.30. Khdi lugng méi trai budi trong mot 16 hang c6 trung binh
u =560 gram. Xac suat dé mot trai budi dudc chon ngau nhién cé khéi
lugng 16n hon 800 gram nhiéu nhat la bao nhiéu?

Loi giai

Goi X 1a khoi luong budi trong 16 hang dé. Theo gia thiét, E(X)=560. Bat
déng thitic Markov cho chting ta udc lugng

E[X] 560

—=—=0,7.
800 800

P(X >800)<
Vay, xdc suat dé mot trai budi dugc chon ngiu nghién cé khéi lugng > 800
gram nhiéu nhat la 70%.
Chiing minh bat dang thiic Markov trong truong hop X c¢6 mot ham
mat do f(x) nhu sau: Do X khéng am

E(X):f xf(x)deJ xf(x)deaf f(x)dx=aP(X = a).
0 a a

Chia hai vé cho a ching ta thu dudc (I.38).

Chtiing minh BDT Markov cho truong hop BNN rdi rac cting kha don
gian. Gia st X 12 BNN 10i rac v6i ham xac suat f(x) xac dinh trén tap gia tri
X(Q)={xy, x,,...}, v6i x; > 0. Khi do,

EX)=> xif(x)2 Y uf(x)za ) flx)=aP(X2a)

ilx;>a Xiza

Tit d6 ching ta dé dang thu dugc BDT (1.38).
Nhan xét 1.10. Bat dang thitc Markov ciing diing cho cac BNN khong am
tuy y (bao gdm cac BNN chita phan “ki di”).

Mot ting dung don gian ctia bat dang thiic Markov la bat dang thiic
Chebyshew? 1a mot két qua quan trong trong li thuyét xac suét, cung cap

! Andrey Andreyevich Markov (1856-922) 1a mot nha toén hoc ngudi Nga.
2pafnuty Lvovich Chebyshev (1821-1894) 1a mot nha toan hoc ngudi Nga.
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mot gidi han trén cho x4c sudt ma mot bién ngau nhién léch khoi gia tri ki
vong ctia no.

binh Ii 1.5: (Chebyshev)
Gia stt X 1a mot bién ngau nhién véi ki vong p va phuong sai o'2. Khi
do, v6i moi k> 1:

1
P(|X—,u|§k0)21—ﬁ. (1.39)

N6i cach khdc, xdc suat ma gid tri cia bién ngau nhién X nhan gi4 tri sai
khac véi gia tri ki vong mot luong bé hon k 1an d6 léch chuan it nhat bang
1—1/k?.

Chiing minh. Dé thay
P(IX —pl 2 ko)=P((X —u)* = (ko)?).

Mat khac, 4p dung bat dang thiic Markov véi Y = (X — )2 va a = (ko )?,
chiing ta c6:

2 2 E((X_.u)z)
PUX = 2 (ko V)< =
0.2
(ko)

1

E;

do E((X —u)?)=Var(X)=o2. Tit d6 dé dang suy ra bat ding thtic can ching
minh. O

Vi du 1.31. Khdi lugng méi trdi cam trong mot 16 hang 1a mot BNN X c6
trung binh u = 180 g va phuong sai o2 = 12 g2. Xac suat dé mot trai cam
dugc chon ngau nhién cé khoi lugng roi vao khoang 150 gram dén 210
gram it nhat bang bao nhiéu?

Loi giai
Ap dung BDT Chebysheyv, chting ta cé

o? 12
P(150< X <210)=P(|X —180/<30)>1—— =1——=0,6.
302 30
Xac suat dé mot trai cam dugc chon ngiu nhién c6 khéi lugng tit 150 dén
210 gram it nhat 60%.
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Tt nhién, néu c6 gia thiét khéi lugng clia cac trai cam tuan theo phan
phéi chuan X ~.4(180,12) thi chiing ta sé tinh dugc xac suat dé mot trai
cam dugc chon ngau nhién c6 khéi lugng trong mét khoang cho trudc
tuy ¥. O day, mic dit khong biét dang ctia phan phbi ctia X, nhung BDT
Chebysev van cho chiing ta mét uéc lugng cia xac suat doé.

Vidu 1.32. Gia st X la mot BNN véi ham mat do

flx)= 3x(2—x)/4, 0<x<2,
o, trong cac truong hop khac.

Tinh x4c suat P(u—20 < X < u+20), trong dé, u 1a trung binh va o 1a do
léch chuan ctia X. So sanh két qua thu dugc véi uéc lugng cho béi bat dang
thic Chebysev.

Loi giai
Tinh toan cu thé, chiing ta thu dudc trung binh clia X 1a

2 24
,u:f xf(x)dx:J “x}(2—x)dx =1,
0 0o 4

va do d6 phuong sai cua X la

A

Vay

Mt khdc, bat ding thiic Chebyshev cho udc lugng (k =2)
1
P(u—20 <X <p+20)21-1 =075

Ban doc hay tu dua ra nhan xét cho minh vé hai két qua nay.
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Bai tdp muc[1.§

1.

Hay tinh trung binh py va phuong sai o2 ctia BNN r6i rac X nhén céc gia tri x; =
0,1,2,3 v6i cac Xac suat tuong ting cho bdi bang sau:

x; o 1 2 3
P(X=x) 02 03 01 04

. Xét BNN X nhu trong Bai tép Hay tinh trung binh ctia X? va dung gid tri uy va -

dé tinh MUix+1)2-

. MOt BNN rdi rac X dugc cho bdi P(X = x)= k(x —1) v6i x =2,3,4,5. Tim k va ki vong

E(X).

. Mot BNN rdi rac X v6i ki vong (trung binh) E(X)=2,3 cho béi bang sau:

x 0 1 2 3 a

P(X=x) 01 02 02 03 p

Tim p va a.

Mot ham mat do x4c suét f(x) clia mot BNN X c6 dang

flx)=

¢ néuo<x< 2,
0 néu xe(—o0,0)U(2,+00)

trong d6 ¢ 1a mot hang s6. Tim P(0< X < 1).
Cho X 1a mét BNN v6i ham x4c suat nhu trong Bai tép Tim ¢ sao cho P(X < ¢)=
95%.

Tudi tho ctia mot loai bong dén 1a mot BNN lién tuc X véi ham mat d6 xac suat nhu
sau:
()= cx?(5—x) néul<x<5,
fx= 0 trong cac truong hgp con lai.

Tim x4c suat dé bong dén hong trude khi né duge 1 nam tudi.

8. Tim ham phan phéi tich luy cia BNN X trong Bai tép

9. Tinh trung binh va phuong sai clia mét BNN X ¢6 ham mat do xac suét f(x) trong

10.

cac truong hop sau:

(@ f(x)=mx trongkhodng[1,2] va bing 0 bén ngoai khoang d6 (m 12 mot hang
s0 phu hgp).

(b) X la s6 chAm cé dudc trong mot 1an gieo xiic xac can xiting dong chat.
(© f(x)=c(x—0,9)(x—1,1); tim k, u, va a?.
Gia stt X 1a mot BNN lién tuc c6 ham phan phéi tich luy 1a

F(x) 0 x<0
x)= ,
l1—e® x>0

trong d6 k 1a mot hing s6 duong. Tim o theo k.
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11. Chiing minh rang ham s6

) L néux>1
X)= %
0 neu x<l1

1a ham mat d6 ctia mét BNN X . Chiing minh rang khi 4y X c6 ki vong vo han.

12. Gia s(t X 1a mot BNN lién tuc c6 ham mat do xac suét 1a

f(x):{a(l—x) khi2<x<4

0 khi x <2hodc x >4."

Tim ¢ va trung vi ctia X.

1.9 Mot s6 phan phdi xdc suat thudng gap

Nhu chting ta da biét 6 muc trudc, diéu kién dé€ mot ham sé 1a ham mat do
clia BNN nao d6 1a kha nhe nhang. Do dé, c6 thé dé dang xay dung dudc
nhiing vi du vé cac phan b xac suét. Tuy nhién, trong c4c ting dung thuc
tién, chi c6 mot s6 phan bé thudng xuyén xuat hién va do d6 chiing déng
vai tro rat quan trong trong li thuyét xac suat va théng ké. Muc tiéu cia
muc nay la tim hiéu sau vé mét sé6 phan phéi xac suat nhu vay, bao gom
phan phdi nhi thiic, phan phéi Poisson, phan phdi chuan, phan phéi ¢
(phén phoi Student), phan phéi nhi thiic 4m, va mot sé6 phan phoi khac.
Tai liéu tham khao: Kreyszig [1, §24.7, 24.8].

1.9.1 Day phép thit Bernoulii v phén phéi nhi thitc

Phdn phéi nhi thiic (binomial distribution), ki hiéu B(n, p) la mot m6 hinh
x4c suat dé mo ta thi nghiém trong d6 ngudi ta thuc hién n phép thi doc
1ap, khong anh hudng 1an nhau, véi xac suat clia xuat hién mot su kién A
da dinh 1a p. O day, n 1 sb nguyén duong vao<p < 1.

Xét mot phép thit T véi su kién A c6 xac suat xuat hién p. Phép thit T
dugc thuc hién 7 1an lién tiép. Goi X 1a s6 1an xuét hién su kién A trong n
phép thii. Khi d6, X 1a mdt BNN rdi rac nhan cac gia tri 0,1,2,..., n, v6i cac
X4c suat

P(X=k)=Crp*(1-p)"*, (1.40)

trong d6, C* 1a t6 hgp chap k clia n phan ti:

K n!
C,= —k!(n—k)!' (1.41)

Nhu vay, ham x4c suat ctia phan phéi nhi thiic 1a

f(k)=P(X =k)=CFp*1—p)*. (1.42)
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Vi du 1.33. Tung mot xic xac can xiing 10 1an. Goi X 1a s6 lan mat 6 chAm
xuat hién. Khi do, X la mot BNN c6 phan phoi Bernoulli vé6i n = 10 va
p =1/6. X4c suat dé c6 ding hai lan xuat hién mit 6 chAm 1a

P(X=2)= cfo(é)z(g)g.

Vidu 1.34. Tung mot xtic xac dong chat va can xting bén 1an. Tinh x4c suat
dé nhan dudc it nhat hai mat sau diém.

Loi giai

Goi X 1a BNN cho s6 1an mit sau diém xuét hién trong 4 1an tung. Khi d6,
X ¢6 phan phoi nhi thiic v6i n =4 va p = ;. Ta ¢6 ham xdc suat tuong tng la

1 5

flk)=cf (é)k (g)n_k k=0,1,2,3,4.

Tu dé, chiing ta c6 thé tinh dudc xac suat nhan dudc it nhat hai mit sau
diém la

P(X>2)=f(2)+ f3)+ f(4)= 112—7916 ~ 13,19444%.

CAS 1.6. Trong R, cac gi4 tri clia ham x4c sut clia phan phdi nhi thiic 1a
dbinom(), v6i cac tham sb 1an luct 1a gia tri can tinh x, cG (size) n, va xac
sudt p. V6in=4va p=1/6, tong >';_, f(i) xuat hién trong vi du trén c6 thé
dudgc tinh béi doan code sau:

n=4; p=1/6; result = 0

for (i in 2:4) {

result = result + dbinom(i, n, p)

3

print(result)

## [1] 0,1319
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Ménh dé 1.4:
Néu X 1a BNN c6 phan phéi nhi thiic B(n, p) thi X c6 ki vong
Ux =np, (1.43)

va phuong sai
Giznp(l—p). (1.44)

Chitng minh. Trudc hét, chiing ta nhic lai mot dang thiic don gian vé t6
hgp ma ching ta can dung, dé la

ijfank_l k=1,2,...,n.

n—1’
Tt do,
n

px =Zkf(k)=k§_ljkc,fp’“(1—p)"—k

k=0
n
=> nckpta—py*
k=1
n—1 . ] )
= npz C! p/1—p)"'7 (ddichisd j=k—1)
=0

=np(p+Q1-p)""
=np.

Ta thu dugc cong thiic clia trung binh, nhu mong mudn.

Chu ¥ rang trong lap luan va tinh toan phia trén, chiing ta da ching
minh dugc ding thiic

m
ZiC,;p"(l—p)mfizmp, (1.45)

i=0

diing v6i moi m > 1. Bay gio, ap dung dang thiic nay hai lan, chiing ta dé
dang tinh dugc ki vong clia X2. Cu thé nhu sau:



1.9. MOT SO PHAN PHOI XAC SUAT THUONG GAP 57

E[X?] :isz(k)
k=0

k=1
n
k=1
n—1 ) . )
=np Y (j+1)C/_ p/(1—p)"*7/ (dbichisbd j=k—1)
j=0
n—1 . ) . n—1 ) ) '
=np| > Clp'1—p) +ZjCé_lpf(l—p)"1])
Jj=0 j=0

=np(1+(n—1)p) (ap dung (L45)).

Tit d6, ap dung Dinh 1i[1.3] ta c6

0% =E[X?]=(E[X]’=np(1+(n—1)p)—(np)} = np(1—p).
D6 1a diéu phai chting minh. O
Vi du 1.35. Trong mot ky thi, xac suat dé mot thi sinh bat ky thi d6 1a 80%.
Chon ngau nhién 5 thi sinh. Trung binh c6 bao nhiéu thi sinh trong s6 d6
thi d6? X4c suat dé xay ra ding 4 thi sinh thi d6?
Loi giai

Goi X 12 s6 thi sinh d6 trong 5 thi sinh dudc chon ngau nhién. Thé thi X c6
phan phoi nhi thiic B(n, p) v6i n=5va p =0,8 (80%). Do d6, trung binh c6

u=E[X]=np=5x08=4

thi sinh thi d6. Mit khéc, xac suat dé c6 diing 4 thi sinh thi d6 1a
5 4 1
PX=4)=,](08)'(1-08)'=0,4096,

ttc la chi c6 khoang 40,96%.
Két thiic muc nay, chiing ta chiing minh dinh Ii sau:
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Dinh li 1.6: (Bernoulli)

Néu f, 1a tan suat xuat hién su kién A trong n phép thit doc lap va p
la xac suat xuat hién su kién dé trong moi phép thi thi v6i moi £ >0

lim P(f,—pl<e)=1.

Chiing minh. Goi X,, 1a s6 1an xuat hién su kién A trong n phép thit doc
lap thi X,, c6 phan phéi nhi thiic B(n, p). Do d6

E[X,]=np, Var(X,)=np(l—p).
Tt tinh chét ctia ki vong va phuong sai, ta suy ra
E[X,/n]=np/n=p,
trong khi do,
np(l—p) p(—p)

E[X,/n]=———— ="

Do d6, 4p dung bat dang thiic Chebyshev (Dinh li , ta co

Var(X 1—
1> P(X,/n—12 )2 1— 2 Ka/n) ) PA—P)
€2 ne2

LAy gi6i han khi n — oo va 4p dung dinh li gi6i han bi kep, ta c6

lim P(|X,,/n—1|>¢€)=1.
n—oo
Chu y rang f, = X,,/n, va ta c6 diéu phai chiing minh. O

Dinh 1i[1.6} con goi 1a “Luat s6 16n dang yéu”, cho thiy tan suét thuc
nghiém f, sé hoi tu theo xdc sudt vé xac suat Ii thuyét p khi s6 phép thit n
tang lén. N6 1a co s6 li thuyét cho dinh nghia théng ké ctia xac suat, va cho
thay rang trong thuc tién, néu sé quan sat di 16n, xac suat c6 thé dugc udc
lugng gan ding bang tan sut.

Can luu y rang day 1a su hoi tu theo xac suat, khong phai hai tu tuyét
dbi: véi mbi gia tri hitu han clia 7, sai léch gitta f va p van c6 thé dang ké,
nhung xéc suit dé sai léch niy vudt qua mot ngudng bat ky sé tién vé 0 khi
n— oo.
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1.9.2 Phén phbi Poisson

Phan phéi x4c suét clia mot BNN rdi rac X v6ivo han dém dugc (countable)
gia tri voi ham xac suat
uk
P(X:k):f(k)zﬁe_“, k=0,1,2,... (1.46)
goi 1a phan phoi Poissovéi tham sb u, 6 day u > 0. Luu ¥, theo khai trién
Taylor cia ham e*, chiing ta c6

oo

[} (s} ‘le k
(k)=)» —et=e™* — |=e et =1.

k! k!

k=0 k=0 :

k=0

Phan phéi Poisson c6 thé xem 1 gii han clia diy cac phan phéi nhi thiic
B(n, p)khi p —0, n — 00, va np — u, va thudng dugc sit dung d&€ mo hinh
héa s6 1an cac su kién xay ra trong mot khoang thoi gian hoic trong mot
khong gian nhét dinh, trong d6 cac su kién xay ra doc 1ap véi nhau va c6
cling xac suat xay ra trong méi don vi thoi gian hoic khong gian.

Vi du 1.36. Gia sti chiing ta dang thuc hién mét thit nghiém l1am sang dé
danh gi4 hiéu qua clia mét loai thuéc méi. Trong qua trinh thi nghiém,
chting ta ghi nhan s6 lugng cac phan ting phu xay ra do thudc trong mot
nhém bénh nhan trong mét khoang thdi gian nhat dinh, vi du nhu trong
vong 1 tuan.

Thoéng thudng, cac phan ting phu cé thé 1a nhiing hién tugng hiém gip
va xay ra doc lap véi nhau. Gia st chiing ta thu dugc dit liéu va thay rang
trung binh c6 khoang 2 phan ting phu xay ra méi tuan trong nhém bénh
nhan nay. Hoi xac suat dé xay ra ding 3 phan ting phu trong mét tuan 1a
bao nhiéu?

Loi giai

Goi X 12 BNN cho s6 phan ting phu trong mét tuan. Khi dé, X c6 phan phéi
Poisson v6i tham sb u = 2. X4c suat dé xay ra ding 3 phan ting phu trong
mot tuan dudc dudce cho béi P(X =3). Do do,

23
P(X =3)=—e 2~0,1804.

3!
Vay, x4c suat can tinh 1a xap xi 18,04%.
CAS 1.7. Trong R, phan phoi Poisson dudc tinh bang ham dpois (), véi cic
tham so x (gia tri ma xac suat BNN nhan gid tri d6 can tinh) va u 1a tham
s0 chinh cta phan phoi. V6i y =2 va x = 3, chiing ta tinh nhu sau:

1Siméon Denis Poisson (Poat-sdng, 1781-1840) 1a mot nha toan hoc ngudi Phép.
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print(dpois(x, mu))

## [1] 0,1804

DPinh1i1.7:

Trung binh va phuong sai clia mot bién ngiu nhién X véi phan phéi
Poisson v6i tham so u déu bang u.

Chiing minh. Trung binh clia phan phdi Poisson la

Skk=e S S
u= k =e” =e "u =Uu,
v i (k—1)! i (k—1)!
nhu da khang dinh.

Dé tinh phuong sai ctia X, chiing ta tinh E(X?2). Ta c6

Tit d6, 4p dung Dinh 1i[1.3] ta c6
o =E[X*]-(E[X] =’ +pw)—pu* = p.

D6 1a diéu phai chiing minh. O
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1.9.3 Phdn phbi chuan

Phén phoi chudn (normal distribution), hay con dugc goi 1a phan phbi
Gaus 1a mot trong nhiing phan phdi xac suat quan trong nhéat trong
théng ké va xac suat. N6 dudc stt dung rong rai trong nhiéu linh vuc khac
nhau nhu kinh té hoc, khoa hoc xa hoi, khoa hoc may tinh, va nhiéu linh
vuc khac.

Phan phéi chuan dugc mo6 ta béi hai tham sb: trung binh va dé léch
chuan. Pac diém quan trong ctia phan phéi chuan 1a né cé hinh dang dic
trung 1a hinh chuéng va dudc dbi xting qua gi4 tri trung binh. Diéu nay cé
nghia 12 phan lén dit liéu trong phan phéi ndm gan gia tri trung binh, va
phan phoi c6 dudi dai 6 hai phia.

Phan phéi chuan dudc cho bdi bang ham mat do xac suat:

Trong do:,
« 1 1a trung binh ctia phan phai.
* ¢ 1a d6 léch chuan clia phan phi.
* x la bién ngau nhién.
* elaso Euler (2,71828...), va 12 s6 pi (3,14159....).

Phan phéi chuin c6 nhiéu ting
dung trong d6 pho bién nhét 1a
viéc mo hinh héa dit liéu thuc té
va lam viéc véi cac phép kiém dinh

<
théng ké nhu kiém dinh gia thiét .
(test of hypothesis) vaxdy dungcac  § o |
khoang tin cay (confidence inter- 3
val). 2 34
Tt cong thic ham mat do, =
, PR ~ L. . E o
chungta co ham phan phoitichluy 5 < 7
ctia phan phéi chuén 1a o |
e \ T T T T
1 * (1=
F(x)= e =2 dr (1.47) 42 02 4
ov2rn f_ 00
X
Dac biét, v6i u=0va o =1, ching
taco
1 * 2 ~ N A A 2 . A
F(x)=®(x)= — e~z dt. Hinh 1.5: Ham mat do cua cac phan
V2T | o phoi chuan c6 cung trung binh

(1.48)

1Carl Friedrich Gauss (1777-1855) 1a mot nha todn hoc ngudi Diic
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Mot BNN X c6 phan phéi chuan véi trung binh 0 va phuong sai 1, X ~
(0,1), g0i 12 BNN c6 phdn phoi chudn tdc.

Viéc tinh toan dbi v6i ham phan phédi F(x) thudng dudc dua vé ham
Laplace ®(x). That vay, tit cong thiic doi bién sb trong tich phan, dé dang
thu dugc dinh li sau:

DPinh 11 1.8:

Gia sit F(x)1a ham phan phéi clia mot phan phéi chuin véi trung
binh u va d6 léch chuin o. Khi d6

F(x)=<1>(x_‘u).

o

(1.49)

Viéc tinh gia tri ciia ® va ham ngugc ! thuong khd phtic tap nén nguoi
ta tinh san cac gia tri cia n6 va 1ap thanh mot bang. Trong R, gia tri ham
®(z) va ham ngudc ! dugc tinh bang cach goi ham pnorm() va qnorm().

Pinh1i1.9:

Gia stt X 1a mot BNN c6 phan phéi chuan véi trung binh y va do
léch chuan o. Khi d6,

p(a<xsb):F(b)—F(a):(p(bﬂ)_q)(“_“). (1.50)

Vi du 1.37. Gia st BNN X c6 phan phéi chuin véi trung binh y = 8 va
phuong sai o2 = 0,0625. Biét réng ®(1,645)~0,95. Tim ¢ sao cho P(X < c¢)=
95%.

Loi giai
Goi F(x) 1a ham phan phéi xac suat clia X, ta c6 F(c)= P(X < ¢) = 0,95.

Theo gia thiét, X c6 phan phéi chuan véi trung binh p = 8 va d6 léch chuan
o =+v/02=4/0,0625=0,25 nén

F(x)zd)()(c);:).

Tu d6, diéu kién doi véi ¢ 1a




1.9. MOT SO PHAN PHOI XAC SUAT THUONG GAP 63

Tu d6, ta tim dudc
c—8

0,25

~ 1,645,

va giai dugc

c=8+0,25-1,645~8,41125.
Vi du 1.38. Trong mét quy trinh san xut, dudng kinh X clia san pham c6
phan phdi chuan véi trung binh 14 5 cm va do 1éch chuan 12 0,005 cm.

(a) Hoi xdc suat sin pham dugc san xuit ra 1a phé pham la bao nhiéu
neéu ching ta cho phép sai so ctia dudng kinh la 5+0,01 cm ?

(b) Tim dung sai d sao cho tilé phé pham la 1%?

Loi giai

(a) Néu F(x)1a ham phan phéi tich luy ctia X thi xc suit dé san pham
san xudt ra la chinh phdm l1a

Pep=P(5—0,01< X <5+0,01)= F(5,01)— F(4,99).
Theo gi thiét, X c6 phan phéi chuan véi trung binh u =5 va do léch

chuin o =0,01 nén
xX—5
F(x):q)( )
0,005

Prp = B(2)— B(—2) ~ 0,9545 = 95,45%.
Ta suy ra xac suat dé san pham 13 phé pham 1a
Pop=1—Pep ~v 1—0,9545 = 0,0455 = 4,55%.

T do

(b) Nhu phan tich & trén, néu dung sai cho phép 1a d thi xac sut dé san
pham lay ra 1a phé pham la
Pop=1—Pep=1—P(5—d <X <5+d)
—1—(F(5+d)—F(5—d))
=1-®(d/o)+d(—d /o)
=20(—d /o)
Hay
®(—d/o)=10,005.
T d6, ta tim dugc

d —1
—— =07(0,005) ~—2,5758,

c6 nghiala d ~2,57580 ~1,2879-1072 (cm).
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Chiiy 1.8. Dbiv6i BNN lién tuc nhu phan phéi chuan, gia tri clia hAm mat
do xac suat f(x) clia phan phéi chuan khong phaila xac suat ma, ding
nhu tén goi clia né, 12 mdt dé xac suat: Gia tri f(x) cho mot xap xi clia xac
suat X nhan gi4 tri roi vao trong mot khoang I “rat nhé” xung quanh diém
x trén moi don vi do dai:
. P(X el
fx)= dim =

trong d6 |7]1a d§ dai ctia I (xem mo phong trong CAS|[1.9).

Luu ¥, méc du déu 14 nhiing khai niém cd ban va quan trong trong li
thuyét bién ngiu nhién, hai khai niém xac suit va mat do xac suat van
thuong bi nham 14n véi nhau. Cubn “Phdn tich dit liéu véi R”[8, trang 57]
viét: “Chang han nhu xac suat mét phu nit Viét Nam c6 chiéu cao 160 cm
bang

P(X =160 | = 156,0 = 4.6) =[ cong thiic ] = 0.0594.”

O day, vé tréi biéu thi xdc suit ctia su kién X = 160, va x4c suit nay bing 0
do X 1a BNN lién tuc, trong khi dé vé phai la mat do xac suat tai x = 160, va
luén khéc khéong. O d6, tc gia clia [8] da hoan toan nham 14n giita xc suét
va mat do cta no.

CAS 1.8. Trong R, dé tinh toan véi cac phan phéi chuin, ching ta diing
pnorm() cho ham phan phdi tich luy va dnorm() cho ham mat do cua
phan phéi lién tuc.

Véi trung binh p = 5 va dé 1éch chudn o = 0,005, hAm phan phéi tich luy
séla pnorm(5.01, mean = 5, sd = 0.005).

F <- function(x) pnorm(x, mean = 5, sd = 0.005)
p <~ F(5.01) - F(4.99)

print (p)

## [1] 0,9545

Két qua tinh dudc 1a P-p =0,9545 (1am tron t6i 4 chit s6 sau dau phay
thap phan).

1Chit cai “d” trong “dnorm” c6 18 14y tlt chit c4i dau ctia tit “density”, trong Tiéng Anh c6 nghia
12 mdt dé. Tuy nhién, ham xac suat clia moét s6 BNN 1di rac trong R ciing dugdc dat tén bat dau
bi“mg cht “d”, nhu dpois() (phan phéi Poisson) hay dbinom() (phéan phéi nhj thtc). Trong trudng
hgp nay, cht “d” khéng con mang nghia méat d¢ (density) niia.
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CAS 1.9. Sau day, ta xét X ~ .#(156,4,62), tinh x4c suat P(160—€ < X <
160+ ¢€), va chia cac két qua cho d6 dai 2¢, véie =1,1/2,1/3,1/4,1/5. Chuong
trinh nay minh hoa su khac biét va moi lién hé gitia pnorm() va dnorm().

f <- function(x) dnorm(x, mean 156, sd = 4.6)

4.6)

F <- function(x) pnorm(x, mean 156, sd

for (n in 1:5) {
e=1/n
p <- F(160 + e) - F(160 - e)
d<-p/ (2 %e)

print(d)

## [1] 0,0593082
## [1] 0,0593948
## [1] 0,0594107
## [1] 0,0594163
## [1] 0,0594189

Két qua cho thay 5 gi4 tri c6 xu huéng tiém can dén gia tri ham mat do
Xac suat tai x = 160.

Vidu 1.39. Chisd BM ciia nhém cac bénh nhén trong mot thit nghiém la
bién ngiu nhién c6 phan phéi chuin véi ki vong 12 29 (kgm™2) va phuong
sai 12 36 kg?m™. Mot ngudi cé chi s6 BMI binh thudng néu chi sé6 BMI clia
ngudi dé nam trong khoang (18,5; 24,9). Kiém tra ngau nhién BMI clia mot
nguoi trong nhém.

(a) Tinh x4c suat dé ngudi nay c6 BMI bé hon 35.

(b) Tinh xac suat dé ngudi nay c6 BMI 6 mtic binh thudong.

Loi giai

IBMLI: Body Mass Index, chi s vé khbi lugng ca thé.
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(a) B6ivi X ~.#(u=29,0%=36) nén ham phan phbi xac suét tich lity clia
Xla
F(x)_q)(x—zg)
-\ 36 )

trong d6 ®(z) 1a ham phan phéi tich lity ctia phan phéi chudn tic
A(0,1) (ham Laplace). Do do

=®(1).

P(X <35)=F(35):q>(35_29)

V36
Tra bang phan phdi chudn téc, hodc st dung may tinh, chiing ta c6

®(1) ~ 0,8413447. Vay, xac suat dé ngudi dudc chon c6 BMI bé hon 35
12 xap xi 84,13%.

(b) Lap luan nhu truong hop 1 hoic dinh li[1.9} chiing ta c6 xac suat dé
ngudi dugc chon c6 BMI § miic binh thuong la

24,9—-29 18,5—29
P(18,5<X<24,9):<I>( )— ( )

V36 V36
~ ®(—0,683) —d(—1,75)
~0,2072.

Trong buéc tinh gi4 tri ctia @, chiing ta cin tra bang phan phdi chuan,
hodc sit dung may tinh. Két luan, xdc suat dé ngudi nay c6 BMI & miic
binh thuong la 20,72%.

1.9.4 Phén phéi hinh hoc va phén phéi nhi thitc am

Trong tiéu muc nay, ta néi vé phan phéi hinh hoc (geometric distribution)
va phan phoi nhi thiic am (negative binomial distribution).

Phdn phéi hinh hoc

Gia st ching ta thuc hién mot day (vo han) cac phép thit Bernoulli doc 1ap
v6i xac suat thanh cong 12 p va xac suat that baila 1—p. Goi X 1a1an s6 thit
tu ctia 1an thanh cong dau tién trong day. Khi d6, X 1a mot BNN rdi rac véi
nhén cac gid tri 1,2,...,n,.... Dé dang thay riang, X =1 néu két qua dau tién
14 thanh céng. Nhu vay, P(X = 1) = p. Tuong tu, X = 2 néu phép thit dau
tién that bai, va phép thii thit hai thanh cong. Xac suat dé hai su kién doc
1ap nay cung xay rala (1— p)(p) va vay thi

P(X=2)=Q1-p)p.
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Tong quat hon,
PX=n)=1-p)" 'p. (1.51)
binh nghia 1.23:
Mbt BNN 16i rac X dugc goi la c6 phan phéi hinh hoc véi tham s6 p
néu ham xac suat ctia né cho béi phuong trinh (L51).

Bién ngau nhién X véi phan phéi hinh hoc nhan vé han gia tri va diéu
kién tong cac xac suat bang 1 ¢6 dang

o (e ]
D fm=>a-p)'p
n=1 n=1
=p§q”’ véig=1-p

m=0
b=k
=p =g =1.
Luu y rang trong vé phai xuat hién chudi sé6 duong quen thudc trong giai
tich — chuoi hinh hoc (geometric series):

00 N N+1
1-— 1
E q’”:lim(g q’")zlim( q ): ,
N—-oo — N—-0o0o l—q l—q
m=0

khi|g| < 1.

binhli1.10:

Gia stt BNN X c6 phan phéi hinh hoc véi tham s6 p. Khi d6, E[X]=
1/pvaos =(1-p)/p*

Chitng minh. Theo cong thiic ctia ki vong, ching ta c6

E[X] :ZnP(X =n)
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Mit khac, luu y rang
inq”_l = i(1+c/+---c/N)
- dg
n=1

d l_qN+1
2@( 1—q )

_1—g"' = (N+1)(1—q)q"
B (1—q) '

Tit d6, 14y gi6i han khi N — oo ta c6

1—67N+1—(N+1)(1—c/)q”)
(1—q)?

E[X]=pz\}i3;o(
_ 1
T

b6 1a cong thic cho ki vong. O

Phén phéi nhi thitc am

Phan phéi nhi thiic am (negative binomial distribution) 12 mot mé rong
clia phan phéi hinh hoc. Mot BNN 16i rac X goi la c6 phan phéi nhi thiic
am v6i hai tham sb r € Zs; va p €(0,1) néu X nhan cac gia tri 0,1,2,..., véi
X4cC suat

Px=0)=C}, p'a-p), k=12,...
Phan phdi nhi thiic 4m diing dé mé ta chudi cac phép thit Bernoulli khong
gi6i han s6 1an trén dé6 BNN X 1a s6 1an thit dé xuat hién lan thanh céng
tha r.
Vi du 1.40. Tilé san pham bi 16i ctia mot day chuyén san xuét 1a 0,08. Bo
phan quan li chat lugng 14y ngau nhién va lién tiép mot s6 lugng 16n san
pham dé kiém tra. Tinh x4c suit dé trong lan lay san pham tht 9 ho lay
dudc san pham 16i thi 3.

Loi giai

Néu X 12 sb 1an 1y dudc san pham tét cho dén khi 14y dudc san pham 16i
thii 3, thi X 1a mot BNN c6 phan phdi nhi thiic am vé6i r = 3 va p = 0,08. Su
kién lay dugc san pham 16i thi 3 6 1an iy tht 9 1a su kién lay dudc diing 6
san pham t6t cho dén lan lay th 9. Do d6, xac suat can tinh la

P(X =6)=C£(0,08)*(1—0,08)° = 0,008693.

Nhu vay, xac suat dé 1ay dudc san pham 16i thit 3 trong 1an lay thit 9 1a ~
0,87%.



1.9. MOT SO PHAN PHOI XAC SUAT THUONG GAP 69

1.9.5 Phdn phbi Gamma, phén phbi mii, va phéan phéi chi-binh phuong

Ham gamma 1a ham s6 x4c dinh béi cong thiic
o0
I(a)= f x* e " dx, (1.52)
0

v6ia> 0.

Luu ¥, viéc tinh toan céc gia tri ham gamma tuong dé6i khé khin, do
chiing ta phai tinh cac tich phan suy réong. Tuy nhién, véi cac gid tria=n
nguyén duong, c6 thé tinh dugc

I'(n)=(n-—1).
Ch'fmg han, I'(1)=0!'=1,T3)=3—-1)!=2, v.v.

binh nghia 1.24:

Mot BNN lién tuc X c6 phdn phoi gamma véi tham sb a>0va >0
néu né c6 ham mat do la
1 a—1_—x/pB
fx)=—=x""e"F, x>0,

Ber(a)

va f(x)=0v6i x <0.

Hai truong hop dic biét va quan trong clia phan phbi gamma 1 truong
hgp a=1vaa=r/2, v nguyén duong, va § = 2.

V6i a =1, chung ta c6

va néu X c6 mat do nhu trén thi chiing ta néi X c6 phdn phoi mii (expo-
nential distribution).

V6i a = v/2, v6i v nguyén duong, va = 2, ham f(x) tré thanh ham
mat do xac suat clia phan phbi chi-binh phuong (ki hiéu y2). Phan phéi
chi-binh phuong d6ng mot vai trd quan trong trong mét sb bai toan kiém
dinh gia thiét thdng ké, nhu bai toan kiém dinh phuong sai ctia phan phbi
chuan. Chiing ta sé tré lai v6i phan phéi nay trong §3.3!
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Pinhli 1.11:

Néu BNN lién tuc X c6 phan phéi gamma véi hai tham sé a, f nhu
trén thi trung binh uy va phuong sai o ctia X lan lugt la

ux =E[X]=ap, (1.53)

% =ap’. (1.54)

Chitng minh. Tu cong thic cia ham méat dé, ching ta c

E[X]:f xf(x)dx

—0Q

* o
:f g e
0

=%fo t"e”'dr (doibién x=pr,dx=pdr)
_ BT(a+1)
S T@

=fa.

O budc cudi cuing, chiing ta da st dung tinh chat I'(a + 1) = al(a).
dudc ching minh.

Dé chiing minh (I.54), ciing biang phép d6i bién x =
E[X?] =f x*f(x)dx
0

_ = 1 a+l —x/B
—L mx e dx

/52 ~ a+l —t
:mﬁ t“ et dt
B T(a+2)

I(a)
=pB2a(a+1).

Tu do6,
o5 =E[X*]-(E[X]} =p*ala+1)—(aB)* =af>.

D6 1a diéu phai chiing minh. O
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1.9.6 Phdn phéi Fisher

Phdn phoi Fzshell (hay con goi la phdn phdi F) 1a mét phan phdi xac suat
lién quan dén thong ké suy luan, thu’dng dugc st dung trong phan tich
phuong sai (ANOVA) va kiém dinh gia thiét.

Phan phéi F dudc ndy sinh khi tim phan phéi ctia ti 1é ctia hai bién ngau
nhién c6 phan phdi chi-binh phuong, va dugc diing dé so sanh hai phuong
sai clia cic nhém mau. Néu U; va U, 12 hai bién ngiu nhién c6 phan phéi
chi-binh phuong véi sé bac tu do tuong ting 1a d; va d,, thi BNN F dudc
dinh nghia nhu sau:

= M (1.55)
U,/ d,
la m6t BNN tuan theo phén phdi F véi d, va d, 1a bac tu do.
Ham mat do xac suat clia phan phdi Fisher dugc cho béi:
(4 s
Jar,a2(x)= - T (1.56)

v6i cac diéu kién: x >0, d; > 0 va d, > 0 (bac tu do 1 s6 nguyén duong). O
trén, B 1a ham Beta, dudc dinh nghia nhu:

1
B(a,b):f 7 l1—r)b'dr. (1.57)
0

Nhan ti chita hAm Beta nham
dam bdo rang tong dién tich duéi
duong cong cia ham mét dé la 1.

Mbt s dic diém ctia phan phbi

Fisher nhu sau: S — 1,4
A A s A Ze 2 — 63
¢ Phan phoi Fisher khéng doi g 0 | (20, 20)
xtingvaléch phai, véidudidai € ~ — (80.80)
hon 6 phia bén phai. £ 9
©
o
e Giatriki vong cua phan phoéi g = |
Fisher la gan 1 neu so bac tu o -
do clia ti s6 va mau sb tuong S
ddi gan nhau. 00 05 10 15 20 25 30

X

Trong thuc tién, phan phoi F
thuong dudc tinh toan thong qua
cac phan mém thong ké khi thuc
hién kiém dinh E Hinh 1.6: D6 thi ctia ham mat do ctia

1Ronald Fisher (1890 - 1962) 1a mot nha thonggal{1 Pngot}dF Vgl cac cap bac tu do khac
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Ki vong va phuong sai ctia mot
bien ngau nhién véi phan phoi
Fisher dugc cho béi hai cong thiic trong dinh 1i sau day.

DPinh 11 1.12:

Gia stt X 1a mot BNN c6 phan phoi Fisher véi song bac tu do (d;, dy).
Khi do,
1. Néu d, > 2 thi X c6 ki vong

d,
dy—2

E[X]=

2. Néu d, > 4 thi X c6 phuong sai la

2d2(dy +dy—2)

VarX) = o @, — 2P, =)

1.9.7 Xap xi phén phéi nhi thitc bang phan phéi chuan

Xap xi phan phoéi nhi thiic bang phan phbi chuan 1a mét ki thuat thudng
dudc stt dung trong thong ké khi s6 lugng mau n ctia phan phoéi nhi thiic
16n. Phuong phéap nay dudc goi 1a “phép xap xi chuin” (normal approxi-
mation) va dic biét hitu ich khi can tinh toan nhanh chéng hoic khong cé
bang gia tri phan phbi nhi thiic.

Cb dinh p (0, 1). V6i n nguyén duong, ham phan phéi tich luy clia phan
phéi nhi thiic B(n, p) 1a

By(x;p)= Y. Cfp*a—p)™*.

0<k<x

Khi dé, dinh 1i gi6i han clia phan phéi nhi thiic ctia de Moivre (1733), con
goi 1 dinh 1i de Moivre-Laplace, c6 thé phat biéu nhu sau: Véi moi z,

nlirgan (np+z np(l—p);p)z(b(z), (1.58)

v6i ®(z) la ham Laplace da néi 6 muc phan phoi chudn.
Néu dit x = np +z+/np(l—p) thi z =(x —np)/+/np(1—p). Chiing ta c6

thé viét lai gi6i han trén nhu sau:

nll_)rglo B,(x;p)=®(z). (1.59)
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Gié6i han cho phép chiing ta, trong trudng hop 7 16n, tinh gan ding
x4c suat trong phan phéi nhi thiic bang phan phbi chuan.
Gia st X ~ B(n, p) v6i n “16n”. V6i moi cap so tunhiénava b, a< b,

b
Pla<X<b)=> Cip*1—p)"™* ~o(B)—2(a) (1.60)
k=a
v6i
aza—,u—O,S, ﬁ:b_“+0’5, (1.61)
o o
trong do
u=np va c=+/np(l—p) (1.62)

1an lugt 1a trung binh va d¢ léch chuén ctia X.

Vi du 1.41. Trong mét day chuyén san xuit mot sdn pham A, xdc suat
dé mot san pham san xuat ra bi 16i 1a p = 0,01. Ly ngau nhién mot mau
gom 1240 san pham. Bang cach xap xi phan phdi nhi thitc bang phan phéi
chuan, tinh gan ding xac suat dé mau lay dudc c6 sé san pham bi 16i it
nhét 10 va nhiéu nhat 1a 15.

Loi giai

BNN ma chting ta quan tam 13 s6 cac sin pham 16i trong mau 1240 san

pham, ki hiéu 14 X. C6 thé xem X c6 phan phdi nhi thiic véi n = 1240 va

p =0,01, ticla X ~ B(1240; 0,01). Khi d6 trung binh va phuong sai ctia X 1a
u=np=124,

N

va
o=+np(l—p)=12,276.

V6i a =10 va b =15, ti cong thic (1.61), ching ta tinh dugc
a=-0,8277, pB=0,8848.
Tit cong thiic xap xi trén, ta c6
P(10< X <15)~®(0,8848)—®(-0,8277)~ 0,608.

Vay x4c suat dé c6 it nhat 10 va nhiéu nhat 15 san pham 16i trong mau 1240
san pham 1a ~ 0,608, dua trén x4p xi phan phdi nhi thiic bing phan phbi
chuan tac.

Nhan xét 1.11. Néu tinh truc tiép bang phan phéi nhi thtic, chiing ta dugc
két qua ~ 0,6072. Ban doc hay so sanh két qua dugc tinh truc tiép va két
qua tinh bang x4p xi phan phéi chuin va riit ra nhan xét cho minh.
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Bai tdp muc[1.9
1. Trong thanh phé c6 25% gia dinh s6 hitu xe dién. Chon ngiu nhién 16 gia dinh va
goi X 1a s6 gia dinh s6 hiiu xe dién trong do.
(a) X c6 phanbb gi?
(b) Tinh xé4c suat dé c6 diing 4 gia dinh c6 xe dién.
(c) Tinhkivong E[X]va phudng sai o%.
2. Gia sti chiéu cao ctia phu nit hién nay 13 phan phéi chudn véi trung binh y = 156 cm
va do léch chudn o =4,6 cm.

(a) Mot sinh vién da sit dung cong thiic cho ham mat d6 f(x) clia phan phéi chuan
v6i u =156 va o = 4,6:

_ 2
flx)= ) )

1
exp|—
ov2r P ( 202

dé tinh f(160) ~0,0594 va tlt d6 két luan xéc sudt dé mot phu nit duge chon
ngau nhién c6 chiéu cao 160 cm la khoang 5,95%. Két ludn ctia ban sinh vién
d6 dang hay sai? Tai sao?

(b) Tim xac suat ctia mot phu nit duge chon ngiu nhién cé chiéu cao roi vao
khoang ti 159,5 cm dén 160,5 cm.

3. Gia sl X c6 phan phbi chudn véi trung binh 5 va phuong sai 4. Tinh cac x4c suét
P(X <6), P(X>2),vaP(3<X<5).

4. Gia st X c6 phan phoi chudn véi trung binh 15 va d6 léch chudn 2. Tim ¢ sao cho
P(X < ¢)=95%.

5. Gia st X c6 phan phoi chuan véi trung binh 10 va d6 léch chuan 1,5. Tim ¢ sao cho
P(X>c)=0,2.

6. (Rutherford-Geiger) Nam 1910, Rutherford-Geiger bang thuc nghiém phét hién ra
rang so hat ¢ phat ra moi gidy (s) cia mot chat phong xa la mét BNN véi phan phoi
Poisson. Gia st X ¢6 ki vong uy = 0,6. Tinh xdc suat ctia su kién c6 2 hay nhiéu hon
hat a phét ra trong khoang thdi gian mot giay.

7. Trong mot nhém cac bénh nhan dang diéu tri mot loai thuéc mdi, ti 1é gap phai
phan tng phu la p. Chon ngau nhién 167 bénh nhan. Héi p 16n nhat c6 thé bang
bao nhiéu dé xac suat khéng c6 bénh nhan nao gip phai phan ting phu khéng nhé
hon 5%?

1.10 Ham cua cac bién ngau nhién

Gia st X va Y 1a hai bién ngau nhién trén mét khong gian mau Q. Néu
¢(x, y)1a mot ham s6 xac dinh v6i moi x € X(Q) va y € Y(Q) thi Z = ¢(X, Y)
ciing 1a mot BNN trén ©, néu xac suét cac su kién {Z < a} xac dinh (chang
han, khi ¢ 1a ham lién tuc). Khi d6, Z la ham ctia hai BNN X va Y.

Sau day, chiing ta tim hiéu méi quan hé giita ki vong va phuong sai clia
Z v6i ki vong va phuong sai ctia X va Y. Tiép theo, chiing ta néu dinh nghia
ctia khai niém “hiép phuong sai” (covariance) ciia X va Y.
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Truéc hét, chiing ta xét truong hop cac BNN X va Y la rdirac va f(x, y)
la ham xac suat dong thai ctia X va Y, tic la

f(x»J/)=P(X=x,Y=J/)-

Khi d6, tit cong thiic cong xac suit, gia tri P(Z = z) 1a tong tat ca cac gia
tri f(x, y)khi x, y chay qua cac gi4 tri sao cho z = ¢(x, y). Cu thé hon, néu
f(z)la ham xac suat cta Z thi

T d6, ki vong ctia Z la

E[Z]=) zf(2)

:Zz( Z f(x,y))

z e(x,y)=z

:ZZSD(x»y)f(x,y), (1.63)
Xy

trong dé, tong thtt nhat 1y theo moi z € Z(Q) va tong thi hai lay theo moi
cap (x,y)e X(2) x Y(Q) sao cho z = p(x, y).
Néi riéng, neu g(x,y)= x + y thi

E[X+Y]=> > (x+y)f(x,y)
x oy
=D Y+ D > v f ).
x Yy x y

Mit khdc, theo cong thiic xac suat toan phan thi

DD xflxy)=> x> P(X=x,Y=y)
X oy y

va
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Khi téng hgp cac dang thiic trén, chiing ta thu dugc
E[X+Y]=E[X]+E[Y]. (1.64)

Diéu d6 c6 nghia 1a ki vong ctia tong hai BNN bang tong cac ki vong clia
ching.
Bang quy nap, chiing ta c6 két qua sau tong quat sau day:

DPinh1i1.13:

2 A R ~ « A X oA N R ~ N
Ki vong cua mot tong cac bien ngau nhién bang tong cac ki vong
ctuia chung:

EX;+X,+---+ X, |=E[Xj]+E[X,]+---+ E[X,,] (1.65)

Tiép theo, chiing ta phan tich truong hop ¢(x, y) = x y, gia st thém rang
X va Y la doc 1ap véi cac ham xac suat g(x) va h(y). Khi do, ki vong ctia X
va Y lan lugt 1a

E[X]=) xg(x), E[Y]=Y yh(y)
x ¥y

trong khi d6, ham xac suat dong thoiclia X va Y 1a
flx,y)=g(x)h(y).

Do do, ap dung (1.63) v6i ¢(xy)=xy va f(x,y) = g(x)h(y), ching ta thu
dudc

E[X]=E[XY]=) > xyg(x)h(y)
x y

=(Z xg(x)) (th(y))
x y
=E[X]E[Y].

Nhu vay, ki vong ctia tich ctia hai BNN doc Idp bang tich ctia cac ki vong
cta ching.

Ciing nhu trudng hop tong ctia hai BNN, bang quy nap, chiing ta thu
dudgc dinh li sau:

Dinh i 1.14:

Ki vong clia mét tich cac bién ngau nhién doc 1ap bang tich cac ki
vong cuia ching. C6 nghia la véi cac BNN doc lap X, X,,..., X,

E[Xi X X, ] =E[X]E[X,]---E[X,]. (1.66)
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Nhén xét 1.12. Hai dinh li trén cling ding cho cac BNN lién tuc. Tong quat

hon, céc két qua dé van diung cho cac BNN bat ki, roi rac, lién tuc tuyét

doi, hay lién tuc ki di, v.v. Chliing ta khong di sdu vao cac BNN nhu vay.
Tiép theo, chiing ta néi vé hiép phuong sai (covariance) ctia hai BNN.

Pinh nghia 1.25:
Hiép phuong sai ciia X va Y la

oxy =E[XY]-E[X]E[Y]. (1.67)

Nhan xét 1.13. Néi riéng, phuong sai clia moét BNN X bang hiép phuong
sai cla X v6i chinh né: 0% = o xx. Mat khac, hiép phuong sai ctia hai BNN
doc lap bang 0. Nhu vay, hiép phuong sai do tinh khéng doc 1ap clia hai
BNN.

Dé thay hiép phuong sai c6 tinh di xting:

Oxy=0yx-

DPinhli 1.15:
ChoXvavYlahaiBNNvaZ=aX+bY+c,vlia,b,cecR.Khidd

022=a20§(+b20§,+2abaxy (1.68)

Néiriéng, v6ia =b =1va ¢ =0 thi
2 _ 2 2
Oy,y=0%x+0y+20%y,

va vay thinéu X va Y doc lap thi phuong sai clia tong X + Y bang tong cac
phuong saictia X va Y.

Chuing minh. Bai tap. O

Vi du 1.42. Xét mot phép thit Bernoulli v6i xac suat thanh cong p €(0,1).
Phép thit dudc thuc hién n lan lién tiép, doc lap. Goi I; 1a BNN cho gia tri 1
néu lan thi thi i 1a thanh cong va nhén gia tri 0 neu lan thi thi i that bai.
Khi do, cac BNN [; 1a doc lap, c6 cung phan phoi, v6i trung binh va phuong
sai cho béi
pi=p,=p, o;=0;=p(l-p).
Goi X 1a s6 1an thit thanh cong trong 7 1an thit. Khi d6, theo cach x4c dinh
I;
X:II+12+"'+IH.



Ap dung cac két qua vé trung binh va phuong sai clia tong cac BNN doc

lap, ching ta c6
n
px =) ui=np,
i=1

trong khi d6, do cac BNN [, la doc lap,
n
o5 => i =np(l-p)
i1
Chiing ta thu dudc mot chiing minh khdc clia dinh 1i vé trung binh va
phuong sai ctia phan phoi Bernoulli.

Bai tap §1.10
1. Gia stt X 12 mo6t BNN v6i ham mat do xac suat f(x) = e~ v6i x >0 va f(x)=0 v6i
x <0. Tim ki vong clia Y = e2X/3,

2. Goi X 12 s6 cham thu dudc khi tung mdt xtic xac can xtng. Tim ki vong clia Y =
2X%2—5.

3. Van téc V clia mot phan tit khi trong trang thai can bang 1a mét BNN v6i ham mat
do xéc suat cho béi
avZe ™’ khiv>0,
flv)= .
0 khi v <0.

Tim phan phéi x4c suit ctia dong ning W = mV2/2 theo m,a, va b.
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Chuong

Uéc luong tham so6

Muc tiéu ctia chiing ta trong chuong nay bao gdm:

* Cac udc lugng diém ctia tham sb téng thé nhu uéc lugng clia trung binh va
phuong sai, s6 luge vé phuong phap hgp 1i cuc dai dé tim uéc lugng diém ctia

tham sb.

* Céc uéc lugng khoang cia tham s6: Cac phuong phép xay dung khoang tin cay
cho céc tham s6 tong thé, bao gom khodng tin cdy cho trung binh va phuong sai

clia phan phéi chudn, khoang tin cay cho xac suat p ctia phan phdi B(1, p).
Tai liéu tham khao: Kreyszig [1, §25.1 - 25.3], D. H. Thang [2, Chuong 3].

Noi dung

lﬂ Mau ngau nhién va dic trungmauf. . . . ......vunn.... 80
2.1.1 Solugcvémaungaunhién|.................... 80

2.1.2 DACTUNgMAU|. .. ..o e et 81

[2.2 Udcluwong diém clia cAc tham s . ..o vvveerenneenn.ns 82
2.2.1 UGc lugng diém ctia trung binh, phuong sai, va tilg] . 83

2.2.2  Solugc vé phuong phap hoplicucdail . .......... 85

[2.3 Khoang tin ciy ctia tham s0|. . . .. ovvereenrenneennnns 91
[2.3.1 Khoang tin cdy ctia 4 ctia phan phoi chuan khi da biét [

| T e 91
[2.3.2 Khoang tin cdy ctia u clia phan phoi chuin khi chua [

[ bieto? . ... 98
2.3.3 Khoangtincadychotilép|..................... 104

2.3.4 Khoang tin cdy cho phuong sai ctia phan phoéi chuan| 108

2.3.5 Nhiing hiéu sai vé khoang tincay|............... 111

2.3.6 Motsomod phongtrongRl. .................... 112

|2.4 Ham dac trung va dinh li gioi han trungtam| . .......... 116

Xéc suat & théng ké: Chuiong 2. Udc luong tham sb
© 2025 Dudng Ngoc Son.



80 CHUONG 2. UGC LUONG THAM SO

[2.41 Hamdactrung................ .. .. ... ...... 116
[24.2 Dinhligidihan trungtam| .................... 119

2.1 Mau ngau nhién va dac trung mau

Trong muc nay, ching ta néi vé mau ngau nhién va dic trung mau. Mot s6
khai niém trong day da biét &

2.1.1 S0 lidc vé mau ngéu nhién

Gia sl chiing ta c6 mdt quan thé Q nao d6, nhu tap tit ca cac trai dua hau
trong mot viing nguyén liéu, tip cac san pham ctia mot diy chuyen san
xuat, hay tap tat ca cac cii tri trong mot cudc bau cii, v.v. Chon ngau nhién
mot dbi tugng trong dé va quan sat moét thudc tinh nao dé. Khi cac thong
tin quan sat dugc dudc biéu dién dudi dang sb, chiing ta thu dugc mot
bién ngiu nhién gia tri thuc, hay goila X: Q — R. Vi dy, goi X 1a khdi lugng
(tinh theo don vi nao d6) clia mdt trai dua hau trén mot viing nguyén liéu.
Khi thuc hién chon mét qua dua hau cu thé, khéi luong clia qua dua dugc
chon sé cho gia tri cia X.

Khi mudn tim hiéu vé tong thé Q, trong thuc té chiing ta khong quan
sat toan bo cac dbi tugng trong tong thé. Thay vao dé, chiing ta quan sat
mdt s6 lugng nhit dinh cac d6i tugng trong tong thé. Khi dé, chiing ta thu
dugc mot mau. S6 lugng cac quan sat goi 1a cd cia mau n. Théng thudng,
qua trinh lua chon cadc mau quan sat 1a ngau nhién va doc lap, ddm bao
cho gi4 tri quan sat dudc c6 cling phan phoi xac suat va doc lap. Qud trinh
thu thap » mau ngau nhién va doc lap nhu vay dugc mé hinh héa bdi n
bién ngau nhién X, X,,..., X,,, goi 1a mot vectd ngau nhién n chiéu.

Tu cac BNN X;, i =1,2,..., n, ching ta xay dung hai BNN mdi c6 vai tro
quan trong trong nhiing ndi dung tiép theo ctia mén hoc: D6 1a “trung
binh”

—_ 1<
X=;ZXi, 2.1)
i=1

va “phuong sai”

n
— > (X ~X), n>2. 2.2)

i=1

§*=

Chting thudng xuyén xuét hién trong c4c bai toan vé uéc lugng tham sé va
kiém dinh gia thiét (trong Chuong|3).

B0 gia tri x =(xy, Xp,..., X,;) cila cac BNN trén goi la mot mau ngau nhién
¢6 n. Cdc mau ngau nhién nay la nguyén liéu quan trong trong cac céng cu
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théng ké. Trong nhung phan tiép theo, chiing ta sé xay du’ng cac phu?dng
phép thong ké hoc de dua ra nhiing quan sat va udc luong déi véi tong thé
dua trén nhiing mau ngau nhién nhu vay.

2.1.2 Ddc trung mau

Nhic lai rang hai s6 dic trung quan trong clia mot mau 13 trung binh mdu
(sample mean) va phuong sai mau (sample variance). Trung binh mau
dugc dinh nghia la

1
)'c:;(x1+x2+~~+xn), (2.3)

trong khi d6, phuong sai mau s? dudc xéac dinh 1a

T (xz-12). (2.4)

—1 —1
Nhu vy, néu xem mot mau ngau nhién 1a mot di liéu, thi trung binh mau
va phuong sai mau chinh la trung binh va phuong sai cua cac da liéu da
néi trong Muc

Vidu 2.1. Quan sat gid gao 6 5 ctta hang dugc chon ngau nhién tai Ha Noi,
ngudi ta thiy rang gia gao thang nay da ting so vdi thang trudc lan lugt la
10,15,17,19, va 22 dong moi kg. Tim phuong sai cia mau ctia dit liéu nay.

Loi giai
Dé tim phuong sai, trugc hét ta tim trung binh mau:

_ 10+15+17+19+22
X = 5 =16,6.

Do dé, phuong sai mau la
1
s?= 3 ((10—16,6)° +(15—16,6)* + (17— 16,6)* +(19—16,6)* + (22— 16,6)*).

Két qua thu dugc 1a s2 =20,3.

CAS 2.1. Nhu da biét trong ChLIdng trong phan mém théng ké R, trung
binh va phuong sai c6 thé dudc tinh bang mean va var. Trong vi du sau,
chiing ta dua vao cac du liéu ctia Vi du Vé tinh trung binh va phuong
sai:

x = c(10, 15, 17, 19, 22)
print (mean(x))
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## [1] 16,6
print(var(x))

## [1] 20,3

Két qua thu dudc cho thay trung binh clia mau 1a x = 16,6, trong khi d6
phuong sai la s* =20,3.

Bén canh cic phan mém may tinh, cic mdy tinh khoa hoc (Scientific
Calculator) cling c6 chiic ndng tinh trung binh va phuong sai cia mot tap
di@ liéu mot cach nhanh chéng va hiéu qua.

2.2 Udclugng diém ctia cdc tham sb

Uéc luong diém (point estimation) clia tham s6 1a mot phuong phép trong
thong ké dé udc tinh gia tri cu thé clia mot tham sb chua biét ctia tong thé,
dua trén dit liéu mau. Gia tri udc luong diém 1a mot con s6 duy nhat dudc
tinh toan tit mau dé dai dién cho tham sb tong thé.

Dé néi cu thé hon, chiing ta bat dau véi hai khai niém co ban vé van dé
nay, do la

e Tham so tong thé: La gia tri can udc lugng, nhu trung binh tdng thé
(1), phuong sai tong thé ('2), tilé (p) hay bat ky dic trung nao khac
clia tong thé ma chiing ta quan tam.

e Uéc luong diém: La mdt con sb duy nhat dugc tinh toan tit mau dé
dai dién cho tham s6 tong thé.

Mbt cach cu thé hon, mét udc lugng diém ctia mot tham s6 6 tinh tit mau
c6 n 1a mot ham sb 0 = T,(x, x,,..., X,,), trong d6 (xy, X, ..., x,,) 12 gia tri
quan sat dugc tit mot véc to ngau nhién (X, X,, ..., X,,) voi X;lacac BNN
doc 1ap va c6 phan phoi clia tong thé. Nhu vay, 7, sé 1a mot BNN véi gia tri
phu thudc vao mau quan sat dugc.

Dé c6 thé danh gia cac uéc lugng diém ciia tham sb, ngudi ta dua ra
cac khai niém woc lugng khong chéch (unbias estimator), ©dc luong viing
(weakly consistent estimator), va udc lugng hiéu qud (effective estimator).

Dinh nghia 2.1: (Udc lugng khong chéch)

Udc luong 0 = T,(xy, ..., x,,) dudc goi 1a uéc luong khong chéch clia
0 néu ki vong clia T, diing bang 0, c6 nghia la

E[T,]=4. (2.5)
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Trong thuc té, viéc udc lugng thudng dudc tién hanh dua trén cadc mau
c6 kich thuéc khac nhau. Ta ky vong rang khi kich thudc mau ting thi chat
lugng clia cac uéc luogng ciing dugc cai thién. Do d6, dbi véi méi kich thudic
mau n, ta xét mot udc luong T,, trong dé T, 1a mot ham chia n bién ngau
nhién quan sat dlIOC N6i cach khac, mot uée llIdng khong chila mét ham
don 1é, ma dudc hiéu nhu mot ddy cdc ham so

{Tn }nzlv
trong d6 mdi T, nhan n gia tri quan sat tit mau va cho ra mét gia tri sd
dung dé udc lugng tham sb quan tam.
Dinh nghia 2.2: (U'dc lvgng virng)
Mot uéc luong T, n > 1, dudc goi la mot uée lugng viing néu véi

moi € > 0,
lim P(|T,—0|<e)=1. (2.6)
n—oo

Trong muc nho tiép theo, chiing ta sé c6 nhiing vi du vé udc lugng khong
chéch va uéc lugng ving.
2.2.1 Udc lwong diém ciia trung binh, phitong sai, va ti 16

Hai tham sb quan trong clia tong thé 1a trung binh va phuong sai. Cac uéc
lugng diém cho trung binh va phuong sai dugc cho nhu sau.

* Ubc lugng trung binh tong thé: Néu chiing ta mubn uéc lugng trung
binh téng thé (1), mot cach uéc lugng diém tu nhién 1a sit dung trung
binh mau (x):

trong d6 x; 1a cdc quan sat trong mau, va n la kich thuéc mau.
* Ubc luong ti 1é tong thé: Néu quan tam dén ti1é thanh cong trong tong
thé (p), uéc luong diém cia ti1é tong thé 1a ti 1é mau:
p=—
trong d6 x 1a s6 quan sat thanh céng trong mau va n 1a tong s6 quan
sat.

* Udc luong phuong sai tong thé: Néu can udc lugng phuong sai tong
thé (02), udc lugng diém clia phuong sai tong thé 1a phuong sai mau
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hiéu chinh:

trong d6 x la trung binh mau.

Céc u6c lugng trén déu la cac udc lugng khong chéch cho tham sb tong
thé.

Pinhli 2.1:

Trung binh mau 1a uéc lugng khéng chéch cho trung binh tong thé.
Hon niia, néu tong thé c6 phuong sai hitu han thi trung binh mau la
mdt udc lugng viing clia trung binh tong thé.

Chiing minh. Ta c6 trung binh mau ¥ la gia tri quan sat dugc clia BNN X,
vGi

— 1
X:;ZX,-, (2.7)
i=1

6 dé, X;,X,,..., X, 1a cdc BNN doc lap va c6 cling phan phdi véi tong thé X.
Tit d6, c6 thé tinh dugc trung binh va phuong sai clia X, d6 1a

]E[Y]z%ZE[Xi]:,u
i=1

do méi X; c6 cling trung binh u clia tong thé.
Neéu X c6 phuong sai 0® < oo thi X ¢ phuong sai 02 = 0%/n. Do d6,
theo bat dang thiic Chebyshev, véi e > 0 tuy ,

2

=———0 khin—oo.
€2 ne?

g

|

P(|X—ul>e€)<

Vay, Jim P(|X —u|> €)=0, c6 nghia la (day) cac trung binh mau la mot uéc

lugng viing clia trung binh tong thé. O

Pinh li 2.2:

Phuong sai mau 1a uc luong khong chéch cho phuong sai tong thé.

Chiing minh. Bai tap! O
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Mot uu diém r6 rang ctia uéc luong diém 13 né cung cAp mot con s6
cu thé, dé hiéu va truc tiép dé udc lugng tham s6 tong thé. Do d6, phuong
phap nay thuong 1a budc dau trong qua trinh phan tich thong ké. Tuy
nhién, su don gian clia cac udc lugng diém ciing di lién v6i nhudc diém:
Do chi dua ra mét gid tri cu thé, udc luong diém khong phan anh duogc
su khong chic chin hodc sai s6 clia qua trinh uéc lugng: N6 khong cho
biét miic d6 tin cdy clia két qua udc lugng. Dé khac phuc nhugc diém nay,
nguoi ta thuong st dung udc lugng khoang, di kem véi khoang tin cay. D6
la nhiing khai niém sé néi trong

2.2.2 S0 ludc vé phwang phdp hop li cuic dai

Muc nay chiing ta tim hiéu mét phuong phap xay dung uéc lugng diém
clia tham s6, khéi xuéng b6i Ronald Fisher (1890 — 1962), mot nha di truyén
hoc va théng ké hoc ngudi Anh vao dau thé ky 20, goi 1a phuong phdp hop
li cic dai (tiéng Anh goi 1a “maximum likelihood estimation” - MLE).

Gia stt trong mot tAp nén gdm cac san pham c6 mot ti trong p san pham
14 chinh pham (0 < p <1). Bé uéc tinh p, chiing ta chon ngau nhién mot
mau c6 n san pham va quan sat xem chting 12 phé phdm hay chinh pham.
Nhu vay, véi mot mau nhat dinh, ti1é p dudc udc tinh nhu thé nao?

Hay bat dau véi n = 1. Gia sl chiing ta chon ngau nhién mot sin pham
va quan sat xem n6 1a phé pham hay chinh pham. Két qua thu dugc sé roi
vao mot trong hai truong hgp:

* San pham da chon 14 chinh pham. Xac suét dé c6 két qua 1a nay p,
16n nhat khi p = 1. Lic nay, ching ta uéc lugng p =1.

* San pham da chon 1a phé pham. X4c suét c6 két qua nayla 1—p, 16n
nhat khi p = 0. Ltc nay ching ta uéc lugng p =0.

Nhu vay, véi mot mau cd n =1, chi c6 thé udc lugng ti1é chinh pham 1a
0 hoac 1.

Tiép theo, hay xem van dé nhu thé nao néu n =2. Liic nay, chiing ta c6
3 truong hop:

e Ca hai san pham da chon la chinh pham. Xac suat dé c6 két qua la
nay p?, 16n nhat khi p = 1. Lic nay, ching ta uéc luong p = 1.

* C6 dling mot trong hai sin pham la chinh pham. Xac suit dé c6 két
qua nay la p(1— p), 16n nhat p = 1/2. Lic nay, ching ta uéc lugng
p=1/2.

e Cahai san pham da chon 1a phé pham. Xac suat dé c6 két qua nay la
(1—p)?, 16n nhat khi p =0. Lic nay ching ta uéc lugng p =0.
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D6 chinh la nguyen li cia phLIdng phap hgp li cuc dai trong do, ngu?dl
ta udc tinh gia tri cia tham so (trong vi du trén la p) la gla tri sao cho xac
suat dé thu dugc mét mau da c6 tit thuc nghiém 13 16n nhit.

Tong quat hon, xét tinh hudng mau ¢ n tuy y. Goi X 1a BNN cho gi4 tri
1 néu két qua ctia phép thit 1a mot san pham tot, va 0 néu két qua 1a mot
phé pham. Khi d6, X nhan hai gi4 tri 0 va 1 va ham x4c suit cliané la

f(x):{p n(ieule

1-p neux=0

RO rang, ta co thé viét f(x)=p*(1—p)*
Lay ngau nhién tu tap nén n lan, ta thu dugc mot mau co n, ki hiéu
m={x,, X,,..., X,}. Khi d6, xac suat dé thu dugc moét mau nhu vay la

= l_[px’(]_ —p)l_xi.
i=1

Vi cac x; da biét, vé phai ctia dang thiic trén 1a mot ham sb ctia p, ki hiéu
la {(x;; p):

Uxi;p ]_[pr (1—p). 2.8)

Trong phuong phéap hgp li cuc dal, ngudi ta tim gia tri ctia p sao cho ¢ dat
cuc dai khi p = p. Cuthéla

p =argmax((x; p). (2.9)
Lic nay, £ 1a mét tich clia nhiéu nhan ti. D€ don gian, ching ta 14y logarith
(d€ dua tich vé tong) va xét bai todn tim p sao cho In(/(p)) dat cuc dai. Tix

day, theo dinh li Fermat (xem [3, Chuong II, §2]), chiing ta can tim p sao
cho

ol ;
—n(l;(x, Pl o 2.10)
p p=p
Ta co "
Inl(x;p)="» (x:In(p)+(1—x;)In(1—p)).
i=1
Do do,
2Inf(x;p) _"(x, l—x,)
op p=p TP 1P
(x 1—5c)
=n|——
P 1=rJlpep
_n(x-p)
p(1—p)



2.2. UGC LUONG PIEM CUA CAC THAM SO 87

Tl d6, phuong phap nay cho ta u6c lugng
p=x.
Vidu 2.2. Trong mot cudc khdo sat v6i 520 ngudi trong thanh phd, ngudi

ta thiy 314 ngudi trong s6 ho ting ho chinh sach méi. Dua trén mau nay,
udc lugng ti1é ing ho chinh sach trong toan bé dan so thanh pho.

Loi giai

Trong vi du nay, chiing ta lay ngiu nhién mét ngudi trong thanh phé va két
qua sé 1a “thanh 'cong” néu ngudi dugc chon ing ho chinh sdch méi va két
qua sé 1a “that bai” néu ngudi dugc chon khong ting ho né. V6i méi thanh
cong, talay x; = 1 va v6i méi that bai ta 14y x; = 0. Khi d6, ta thu dudc mot
MAU X = (X;, Xz, ..., Xsp0), trong d6, c6 314 chi sb i v6i x; =1, con 206 chi sb
con lai x; =0. U6c lugng diém ctia ti 1é tong thé p (ti 1é ngudi ting ho trong
toan b dan sb) 1a

1 & 314

p=xX=— x; = ——=0,6038.
520 <4~ 520

Tu d6, chiing ta dua ra két luan sau: C6 60,38 % ngudi dan trong toan bo
thanh phé ting ho chinh sadch méi, dua trén mau khéo sat.

Trudng hop BNN lién tuc

Bay gid, xét mot BNN lién tuc X v6i ham mat do xac suat f(x;0), véi 0 1a
mot tham s6 (hodc mot vecto cac tham s0). Gia st x;, Xy, ..., X, la mot mau.
Chung ta biét rang, vi X 1a BNN lién tuc, nén xac suat dé thu dugc mot
mau nhu vay luén bang 0. Phuong phap hgp li cuc dai, trong truong hgp
nay, khong tim cach x4c dinh tham s6 dé xac suat thu dudc mau dé 1a cuc
dai ma tim tham s6 sao cho ham mdt dé dong thoi ctia n bién ngau nhién
doc lap cung phan phoi f(x, 8) dat cuc dai tai x.
Vidu 2.3. Gia st c6 mét tap dit liéu gom chiéu cao clia 5 ngudi véi cac gia
tri sau (theo don vi cm):
X ={160,170,165,175,180}.

Hon niia, dit liéu nay dugc lay ra tit mét tong thé tuan theo luat phan phéi
chudn v6i ham mat do xac suat dugc cho béi:

1 =

flx)= e w?

ov2r

D6 1a ham mat do ctia .4 (u, %) v6i trung binh y va phuong sai o2. Muc
tiéu ctia chung ta la udc lugng cac gia tricia u va o.
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Cac budc thuc hién nhu sau:

e Thiét 1ap ham hop li: Him hop li cho tap dit liéu nay la tich clia cac
mat d6 xac suat riéng 1é cia moi quan sat:

5
1 x,—t
‘u,o' | X) :l_[ i

2¢
=1 V2mo

Trong do, x;, x,,..., x5 1a cac gia tri quan sat dugc.

« Ham log-hdp li. Dé don gian héa qua trinh tinh toan, ching ta tinh
log ctia ham hop li (log-likelihood), nham dua tich vé tong:

> )2
Int(u,0%| X)= Z (—% In(2no?)— (xi =) ),

2
— 20

va tach cac thanh phan:

5 1 <
Inf(u, o2X) =—zln(2n02)— ﬁZ(xi — ).

e Uéc lugng gia tri trung binh u: DE t6i uu hoa ham log-hgp li, chiing
ta lay dao ham ctia n6 theo u:

1

o2 (x; — ).

™M

0
@lnf(uﬂzl){)

Il
—_

« Dit dao ham bang 0 va giai phuong trinh:

St

i=1

ching ta thu dugc

X; = =170.

125: 160+ 170+ 165+ 175 + 180
5

Do d6, uéc lugng ctia u 1a 170 cm.
« Uéc lugng phuong sai o2 Tuong tu, lay dao ham ctia log-hop li theo

o? va dit n6 bang 0:

0 InL(u,0%X)= > + ! Zs:(x— =0
do? H 202 204 & iTHE=D
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va do do,

O'2=

5
D (i —wp.
i=1

[ ]

Tinh toan cu thé hon,

(x;—p)? = (160—170)*+(170—170)*+(165—170)*+(175—170)*+(180—170).

e

i=1

=100+0+25+25+100=250.

Nhu vay,

* Thong qua phuong phap hgp li cuc dai, u6c lugng gia tri trung binh
w12 170 cm va phuong sai o2 1a 50 cm?.

Luu ¥, cac tinh toan trén cho thiy u =170 va o2 = 50 1a diém t6i han duy
nhat ctia ham log-hdp li va né ciing 1a cuc tiéu toan cuc duy nhét.

Nhan xét 2.1. C6 thé tiép tuc phan tich vi du trén mot cach téng quat dé
thiy rang néu X tuan theo phan phéi chudn, thi uéc lugng hop li cuc dai
cta trung binh va phuong sai ctia X 1a

trong d6 x = (x, X, ..., x,) 12 mau ding dé uéc lugng. Dang ch ¥ 1a uéc
lugng MLE ctia phuong sai khéng phai la uéc lugng khong chéch.

Vidu 2.4. Mot BNN lién tuc X c6 ham mat d6 xac suat c6 dang f(x)=ve "~
néu x > 0 va f(x) = 0 néu x < 0, trong dé v la mot tham so. St dung
phuong phap hgp li cuc dai, hay u6c lugng ux tt mét mau ngau nhién
x=(04, 0,8, 0,9, 1,1).

Loi giai

Trudc hét, nhan xét rang ham f(x)1a mot ham mat do xac suét véi moi gia
tri ciia v. That vy, f(x)>0va

oo oo (o]
f f(x)dx=f ve "Ydx=—e""*"| =1.
—00 0

x=0
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Tiép theo, chiing ta tinh trung binh ctia X theo v. Ta c6

Ux =f x f(x)dx =f vxe "*dx
—00 0

e " (vx+1)7

x=0

Nhu vay, néu biét uéc lugng clia v thi c6 uéc lugng cho py.
Bay gio, xét 4 BNN lién tuc doc lap X;, i =1,...,4 c6 cung ham mat do
f(x). Khi d6, ham mat dé xac suat dong thai cho béi
8(x1, X, X3, X453 V) = f(x1) f (%2) f (x3) f (x4)-
Chting ta tim tham s6 v sao cho ham g dat cuc dai tai gia tri mau da cho.
Tt d6, theo dinh li Fermat (nhu trén)

0 log(g(xy, X2, X3, X4))

=0 2.11
vy ( )

tai mau da cho.
Ve trai ctia (2.11) c6 dang

o1 f 21 ; 1 R
IR —Z I T Y ) R

i=1

Thay vao phuong trinh 2.11), ching ta thu dugc

4
e —
o %i
V6i mau x; nhu di cho, chiing ta thu dugc diém t6i han ctia ham g, xem
nhu ham cia mot bien v, la v=1,25. Gia tri nay thuc su la cuc dai ctua g vi
dao ham cap hai 92g/2v*(v)=—4/v* <0.

Két luan: i = 1/v = 0,81 uéc lugng diém ciia trung binh theo phuong
phép hgp li cuc dai.

Bai tap

1. Udc lugng diém cho cac tham sé tong thé 1a gi? Néu wu va nhugc diém clia uéc
lugng diém.

2. Néu cong thiic clia u6c lugng diém cho trung binh va phuong sai clia mot tong thé
dua trén mot mau du liéu.

Y=

3. Bang phuong phap hop li cuc dai, hdy uéc lugng trung binh ctia mot BNN X c6
phan phéi chuin dua vao mot mau ngau nhién

X 0-2 24 46 6-8 8-10

Tansb 4 11 16 18 7
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2.3 Khoang tin ciy clia tham sb

Uéc luong khoang (interval estimation) 12 mot phuong phép trong thong
ké dling dé udc lugng mot tham sé chua biét ciia tong thé bang cach xac
dinh mét khoang gid tri thay vi chi mot con s6 cu thé nhu trong bai toan uéc
lugng diém. Khoang nay dudc goi l1a khodng tin cdy (confidence interval)
va chtia gid tri thuc clia tham s dé v6i mot “mic do tin cay” nhat dinh.

Muc tiéu cua ching ta sau day 12 mot s6 phuong phap xay dung cac
khoang tin cay cho cac tham s6 clia tong thé tlt cic mau ngau nhién, bao
gom khodng tin cay cho trung binh clia phan phéi chuan trong hai tinh
hubng phuong sai clia tong thé da biét va chua biét.

2.3.1 Khoding tin cy ciia u ciia phén phéi chuén khi da biét o

Trong tiéu muc nay, ta xy dung phuong phap udc lugng khoang cho trung
binh ctia mot tong thé tuan theo phan phdi chuin véi phuong sai da biét.
Luu ¥ rang mic du tinh huéng nay it gap trong thuc té nhung chiing ta van
dé cap dén n6 6 day nham minh hoa mét quy trinh xay dung khoang tin
cay.

Co s6 li thuyét ctia quy trinh xay dung khoang tin ciy néu sau day la
dinh li vé téng clia cac bién s6 ngau nhién doc lap c6 phan phdi chuan.

Pinhli 2.3:

Gid st X, ..., X, 1a cac BNN doc lap c6 phan phéi chuan véi trung
binh u va phuong sai o2. Khi do,

(i) Tong X, +---+ X,, 1a BNN c6 phan phéi chuan véi trung binh
nu va phuong sai no?.

(ii) Bién ngau nhién
— 1
n
c6 phan phéi chuan véi trung binh p va phuong sai o2/n.
(iii) BNN dugc dinh nghia nhu sau:
_X-u
Co/yn’

c6 phan phbi chuan véi trung binh 0 va phuong sai 1.

Chiiy 2.1. Gié tri trung binh va phuong sai clia BNN X c6 thé dugc suy ra
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tit cac két qua ctia Muc §1.10[vé trung binh va phuong sai clia t6 hop tuyén
tinh ctia cdc BNN ddc lap. Tuy nhién, luu y rang dinh Ii trén con néi rang
BNN X c6 phan phdi chuan, giébng nhu cac BNN X;.

Trudc khi néi vé vin dé chinh & day 1a bai toan x4y dung cac khoang tin

cdy, ta hay minh hoa mot (ing dung kha tha vi ctia dinh li trén trong hai vi
du sau day.
Vidu 2.5. Triing ga thu hoach tlt mot trang trai A c6 khéi lugng tuan theo
phan phéi chuin véi trung binh p = 45 gram va do léch chuin o = 6,5
gram!| Chon ngéu nhién 12 qua trimg dé déng hop. Tim xdc suit dé hop
12 qua tring c6 tong khéi lugng bé hon 520 gram.

Loi giai

Néu X; 1a khéi lugng ctia qua triing dudc chon trong lan thi i, véi i =
1,2,...,12, thi tong khéi lugng ctia 12 qua triing la

X:X1+X2+“'+X12.

Khi d6, X 1a tong ctia 12 bién ngau nhién doc lap cé cling mét phan phoi
chuin .4 (u = 45,0 = 6,5). Do d6, tit Phan (i) cia Dinh 1i[2.3} ta suy ra X 1a
mot BNN v6i trung binh py =12 x 45 =540 va phuong saila 0% =12 x 6,5* ~
507. Tit d6, xdc suat dé hop 12 qua triing ga c6 tong khoi lugng bé hon 520
gram la

P(X <520)=F(520)=® (M)

v/507
~®(—0,8882)
~0,1872,

trong d6 F 13 ham x4c suét tich luy ctia X va &, nhu thudng 1é, 1a ham
Laplace.

Vi du 2.6. Két qua phan tich mét hormone trén mét nhém bénh nhan cho
thay chiing c6 gia tri trung binh 1a 52 va do 1éch chudn 1a 12. Gia sti cac gia
tri nay tuan theo phan phéi chuan. Chon ngau nhién 10 ngudi va tinh gia
tri trung binh clia miic hormone ctia ho. Xac dinh xac suét dé thu dugc két
qua nam trong khoang 45 dén 55.

Loi giai

1V6i gia thiét khbi lugng X clia tritng ga tuan theo luat phan phéi chudn, X ~ .4 (u=45,0 =6,5),
thi m6 hinh cfia chiing ta sé cho mét xac suét rat nhé cho nhiing su kién khong xay ra trong thuc
té (nhu su kién (X < 0)). Trong mo hinh, chiing ta tinh dugc P(X < 0)~ 2,2 x 10712, Tham chi, s&
khoéng thé x4y ra su kién mot qua triing c6 khéi lugng qua bé. Vi du, xac sudt mot qua tring c6
khbi lugng it hon 10 gram tinh dugc theo mo hinh la P(X < 10)~ 3,63 x 1078 ciing la mdt s6 rit bé.
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Theo Dinh 1i[2.3] néu X 1a gi4 tri trung binh clia mtic hormone ctia 10 bénh
nhan dudc chon ngau nhién thi X 12 BNN c6 phan phéi chuin véi trung
binh 52 va d6 léch chudn 12/+/10. Tl d6, xac suat dé gid tri trung binh nay
nam trong khoang 45 dén 55 la

P(45 < X < 55)= F(55)— F(45)
( 55—52 ) ( 45—52 )
=9 —®
12/4/10 12/4/10
=®(0,791)—d(—1,844)
~ 0,753,

trong d6 F 1a ham x4c suét tich luy ctia X va ® 1a ham Laplace. Nhu vay,
néu chung ta lay mau rat nhieu lan, moi lan 10 bénh nhén, thi khoang
75,3% cac lan lay mau d6 cho gia tri trung binh nam trong khoang tit 45
dén 55.

Phdn vi miic cua phdan phoi chuan

Trd lai v6i van dé xay dung khoang tin cdy, chiing ta sé stt dung Dinh 1i
dé x4c dinh khoang tin cdy cho trung binh y ctia phan phéi chuan khi biét
phuong sai o2. Trudc tién, ching ta dua ra dinh nghia vé gid tri t6i han
miic a (phdn vi miic o) ciia phan phoi chudn tac.

DPinh nghia 2.3: (Phan vi mirc)

Gia stt X ~.A4(0,1) va a €(0,1). Gia tri U, dudgc goi la phdn vi miic a
hay gid tri t6i han miic a ciia X néu

PX<U)=1-a. (2.12)

Chiiy2.2. Do X ~.#(0,1), nén diéu kién (2.12) tuong duong véi
®(U,)=1—a. (2.13)

6 d6 @ la ham Laplace:

1 (¢ 2
B(z)= —— e “2qu.
(=) \/ﬁf_w

Nhu da biét trong Chuongl cac gia tri ham Laplace va ham ngugc cua
né c6 thé dugc tinh bang phan mém mady vi tinh, may tinh khoa hoc cam
tay (nhu mdy tinh Casio fx 580VNX), hodc tra bang tinh sdn (Bang A7 trong
Kreyszig [1]).
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CAS 2.2. Trong R, gia tri ham Laplace dugc cho bdi ham pnorm() trong khi
dé ham ngugc ctia n6 1a gnorm(). Vi du, doan code R dudi day cho miic
phan vi 5% clia phan phdi chuan.

qnorm(0.95)
## [1] 1,645
Do6i v6i mdy tinh khoa hoc cam tay Casio fx580 VNX, tinh toan nhu
trong hudng dan cta nha san xuat.
Cac budc xac dinh khoang tin cdy cho u

Céc budc xac dinh khodng tin cay cho trung binh clia mét tong thé theo
phan phéi chuin véi do léch chuin o > 0 da biét, dua trén mot mau
X,..., X, thu thap dudc tit mot téng thé c6 phan phdi chuan nhu sau:

1. Xac dinh do tin cay y déi véi udc lugng can tinh.

2. Xac dinh gi4 tri t6i han U,, tuong ting v6i muc a/2=(1—7)/2, ticla
phan vi mtic /2 ctia phan phéi chuin tic. Trong budc nay can tinh
cdc gia tri cia ham Laplace ngugc. (Bang A7 trong Kreyszig [1]).

3. Tinh trung binh mau & tit mau x,, x,, ..., x, da co.

4. Tinh “ban kinh” ctia khoang udc lugng,

Ua/zo'
k=—F—7F—. 2.14
i (2.14)
5. Két luan khoang tin cay cho u v6i d tin cay y 1a
F—k<pu<x+k. (2.15)

Khi d6, néu ldy mau lap di lp lai nhiéu 1an ti téng thé thi 100y% clia tat
ca cac khoang udc lugng xay dung theo cac budc trén sé chiia trung binh u
clia tong thé.

CAS 2.3. Viéc tinh phan vi mtic U, c6 thé dudc thuc hién bang may tinh.
Poan ma R sau day tinh phan vi mtic d6i véi mot sb gia tri ctia do tin cay v,
stt dung ham gnorm (). Két qua thu dugc sé 1a day phan vi miic ctia phan
phéi chun ctia gia tri dé.
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gamma <- c(0.90, 0.95, 0.99)
alpha <- 1 - gamma
result <- gnorm(l - 0.5 * alpha)

print(result)

## [1] 1,645 1,960 2,576

Két qua thu dugc la cac phan vi mic Uy, tuong ting véi cac gia trj clia
do tin cdy y nhu bang sau:

Y 90% 95% 99%
a/2 5% 25% 0,5%
Uy, 1,645 1,960 2,576

Tiép theo, chiing ta chiing minh khing dinh trén.

Chiing minh. Cho Xi, ---, X,, 1a n bién ngau nhién doc lap c6 phan phbi
chuan va c6 chung ki vong u va phuong sai 2. Khi d6, chiing ta da biét
rang

- 1
X:—(X1+X2+'+Xn)
n

12 mot BNN c6 phan phéi chuan véi trung binh u va phuong sai o2/n,
trong khi d6, BNN chudn hoa
X—p
7=
o/Jn

(2.16)

c6 phan phdi chuan tic: Z ~ 4(0,1).
Chiing ta can chi ra c6 xac suat y xay ra su kién khoang (¥ — k, % + k)
chuia gia tri trung binh y, c6 nghia la

PX—k<u<X+k)=r.
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That vay, ta c6

P(Y—ks,usfﬂc)zp(—kﬁs (X_‘u)ﬁg kﬁ)

o o o
= P(—Ua/g <Z< Ua/z)
= (I)(Ua/z) - (I)(_Ua/z)
=20(Uy2)—1  (bGi Vi ®(—Upy,) =1—®(Uy))
=2(1—a/2)—1
D6 1a diéu phai chiing minh. O
Vidu 2.7. M6t nha khoa hoc vi mudn uée lugng trung binh ctia mot loai
enzyme trong mau cua mot nhém tinh nguyén vién nén lay moét mau cua
24 ngudi va tinh dugc trung binh ctia mau la & = 25. Gia thiét rang muic
enzyme trong mau la mét bien ngﬁu nhién tuan theo luat phan phoi chuin

v6i do 1éch chudn o = 4. V6i do tin cay y = 95%, hay udc lugng trung binh
muc enzyme clia nhém cdc tinh nguyén vién.

Loi giai
V6i v = 95%, chiing ta xac dinh dudc a = 0,05. Gia tri U,, = 1,96 dudc xac
dinh ti diéu kién
a

W(Uqyp)=1-7 =0,975

(Bang A7 trong Kreyszig [1]).
ba biet trung binh mau la x =25 v6i so mau n =24, va do do
_ Uypo 1,96x4 L
= m = m ~ 1,0.

Tit d6, két luan dudc, véi d tin cdy 95%, trung binh clia miic enzyme trén
nam trong khoang 23,4 < u < 26,6.

Vi du 2.8. Tim khoang tin cy 90% ctia trung binh clia mot phan phéi
chuén dua trén dit liéu sau: 39, 51, 49, 43, 57, 59, biét dd léch chudn la
o=4.

Loi giai

Vi y =90%, chung ta xac dinh dugc a/2=(1-0,9)/2=0,05 va U,, = 1,64.
Trung binh miu ¥ ~ 49,67, trong khi d6 s6 mau dit liéu 1a n = 6. Khoang
tin cay 90% la (x — k, x + k), v6i
Upo0 1,645 4

k= = =2,69.
vn V6
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T6ém lai, khoang can tinh 12 (49,67 —2,68; 49,67 + 2,68) = (46,98; 52,36).

CAS 2.4. Trong phan mém R, chiing ta c6 thé thu dugc khoang tin cay tit
ham z.test () trong gbi TeachingDemod'} D6i véi vi du trén, ta bt ddu
nhép dit liéu vao mot vectd, 6 day ki hiéu la data va goi ham z.test (data,
sd = 4) (tham s6 d6 léch chuan (sd) bang 4).

options(digits = 6)

library(TeachingDemos)

data = c(39, 51, 49, 43, 57, 59)

result = z.test(data, sd = 4, conf.level = 0.9)

print(result$conf.int)

## [1] 46,9806 52,3527
## attr(,"conf.level")
## [1] 0,9

Luu y, két qua tit may tinh va két qua tinh bang tay c6 mot su khac biét
nho sinh ra ti sai s0 lam tron.

CAS 2.5. Trong CAS nay, chiing ta sé tinh khoang tin cdy cho trung binh ti
céc di liéu tao ra mot cach ngau nhién. Ching ta sé tao ra 1000 di liéu mo
phéng mau ngiu nhién lay tit mét phan phdi chudn tic. Trong R, viéc nay
dudc thuc hién bang rnorm(). Sau dé, chiing ta kiém tra xem c6 bao nhiéu
khodang tin cay dudc xay dung thuc su chtia trung binh y =0 ctia tong thé.

library(TeachingDemos)
N = 1000; k =0

for (i in 1:N) {

sample = rnorm(30)

ITeachingDemos: Demonstrations for Teaching and Learning, DOI: https://doi.org/10.
32614/CRAN.package.TeachingDemos,


https://doi.org/10.32614/CRAN.package.TeachingDemos
https://doi.org/10.32614/CRAN.package.TeachingDemos
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test = z.test(sample, sd = 1, conf.level = 0.90)

if (test$conf.int[1] * test$conf.int[2] < 0) {
k=k +1
}

print (k/N)

## [1] 0,921

Két qua moé phong ghi nhan c6 92,1% cac khoang tin cay xay dung bang
z.test () thuc su chiia trung binh téng thé u = 0, xap xi bang db tin cay
90% (cho bang tham sb conf.level = 0.90).

Chiiy 2.3. V6i mot mau da c6, do dai cac khodng tin cay ting khi do tin
cay ting, c6 nghia l1a viéc ting do tin ciy dan dén viéc giam do chinh x4c.
Mit khac, do d6 léch chudn o clia tong thé da biét, viéc ting cd mau sé thu
hep khoang tin cay.

2.3.2 Khoding tin cdy ciia u ciia phén phéi chuén khi chva biét o

Trong phan trudc, ching ta biét uéc luong u khi phuong sai o2 da biét.
Tuy nhién trong thuc té, phuong sai o2 clia mét tong thé thuong khong
biét dudc, vi thé sé can tim hiéu phuong phap uéc lugng trung binh u cho
truong hop phuong sai o2 chua biét. Co sé toan hoc ctia phuong phap nay
1a dinh 1i vé& phdn phéi

1Phan phéi ¢ con dugc goi la phén phéi Student, theo bt danh clia William Sealy Gosset
(13/6/1876-16/10/1937), mot nha thong ké va hod hoc ngudi Anh. Phén phoi 7 xuat hién lan dau
trén mot bai bdo ctia 6ng, dugc dang trén tap chi Biometrica vao nam 1907.
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Dinh nghia 2.4: (Phan phdi 1)

Phan phoi xac suat c6 ham mat do cho béi

t2 —2
h(t)=K,, (1+ ) 2.17)

v6i hang s6 K,,_, xac dinh nhu sau: V6i tham s m nguyén thi

_ I(m/2+1/2)
K, = m, (2.18)

trong d6 I'(e) 1a ham Gamma, goi 1a phan phéi ¢ véi (n—1) bac tu do.

Nhan xét 2.2. Vai tro clia hing s6 K,, 1a dé tich phan ham mat do h(¢) trén
toan dudng thang thuc bang don vi, tiic 1a f_ozo h(t)dt=1.

Cong thtic ctia K, kha phtic tap, nhung diéu nay khong qua quan trong
trong ting dung, vi cac gi4 tri ctia hAm h(t) cling nhu ham xac suét tich luy
tuong ting c6 thé dudc tinh bang may tinh hoic tra bang tinh sin (Kreyszig
[1, Bang A9] hoic . H. Thang [2, Bang 2]).

Mot sb quan sat ban dau vé phan phéi r nhu sau:

* D6 thi hAm mat do ctia phan phéi ¢ v6i (n—1) bac tu do cling c6 dang

“hinh chuéng” (bell-shaped), tuong tu phan phéi chuan.

« Ham phan phdi xac suét F(z) dudc cho bdi cong thiic c6 tinh

chat db6i xting:

v6i moi z eR.

* Gia tri t, dugc goi la gid tri t6i han miic a (0 < a < 1) cia phan phoi ¢
vGi(n—1)bac tudo neu

F(ty)=1—a, (2.19)

v6i F 1a ham phan phéi xac suét tich luy, tic 1a
F(Z):f h(t)dt, (2.20)

trong d6 h(t) 1a ham mat do cho béi 2.17). Diéu nay tat nhién c6
nghia 1a néu X 12 moét BNN c6 phan phéi ¢ v6i m = (n—1) bac tu do
thi

P(X <t)=1—a.
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Tai sao phan phéi ¢ lai quan trong trong bai toan khodang tin cay. D6 la
vi Binh 1i[2.4| néu ngay duéi day. Trudc hét, nhic lai ring, néu X, X,, ..., X,,
la mot day cac BNN thi X va S? dugc xac dinh lan lugt béi

- 1
X=E(X1+“‘+Xn)r (2.21)

1 < —
S2= Z(X,- —X7. (2.22)
Khi dé, chiing ta c6 két qua sau:

Dinh i 2.4:

Gia st Xy, ---, X,,, n > 2, 1a cac bién ngau nhién doc lap c6 phan phoi
3 2 N S S . . 2 e A X oA
chuan, c6 cung ki vong u va phuong sai o2. Khi d6, bien ngau nhién

- X4
- S/yn’

c6 phan phéi ¢ véi n—1 bac tu do.

(2.23)

Luu y rang, khac véi cong thic
ctia BNN Z trong (2.16), cong thiic
xac dinh T (cong thic 2.23)) la
mot cong thic khong chia do 1éch

— 44 chuin o clia tong thé. Do d6, ngudi

z 2 =2 ta dung T dé xay dung khodng
g tin cdy cua trung binh y khi o
2 3 chuia biét. Tuong ty nhu bai todn
E udc lugng khoang trung binh phéan
g S phéi chudn khi da biét phuong sai
o | =" N~ clia tong thé, chiing ta thuong phai

S ‘ ‘ ‘ | tinh #, khi biét a trong bai todn uéc

‘20 2 4 lugng néu dudi day.
X
Khoang tin cay

Nho dinh 1i[2.4] nguoi ta xay dung
Hinh 2.1: D4 thi ctia ham mat do cia phuong phap xac dinh khoang tin
phan phi ¢ v6i 4, 2, va 1 bac tudo cay cho u ctia phan phbi chudn khi
chua biét phuong sai o2. Cac buéc
x4y dung khoang tin cdy trong trudng hgp nay tuong tu nhu truong hgp o
da biét, mé ta trong Muc Piém khac biét 6 day la do léch chudn o
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clia tong thé dugc thay bang do léch chudn s cia mau va phan vi mtc Uy,
trong phan phoi chuan béi phan vi mtc t,/, clia phan phéi ¢ véi m =n—1
bac tu do, trong dé, n 1a c6 mau.

Chi tiét cac budc nhu sau:

1. Xac dinh mét do tin cay y can tinh.

2. Xac dinh gia tri t6i han t,,, Ging v6i muc a/2 = (1—17)/2 tu phuong
trinh sau:

a 1
F(ta/z):1—525(1+')’), (224)

v6i F(z)1a ham phan phéi tich luy clia phan phdi ¢ v6i m = n—1 bac
tu do, cho béi (Z.20). Thong thudng, dé xac dinh dudc gia tri t6i han
nay, ching ta can dung bang tinh san (Bang A9 clia Kreyszig [1]) hoic
may tinh.

3. Tinh trung binh mau x va phuong sai mau hiéu chinh s? tii mau da
cho.

4. Tinh “ban kinh” ctia khoang uéc lugng

Ly/2$
k=42
NG

5. Két luan: Khoang udc luong cho u véi do tin cdy y dudc xdc dinh nhu
sau

i—k<u<i+k. (2.25)

Khi d6, néu ldy mau lip dilap lai nhiéu lan tit tong thé, c6 khoang 1001%
cua tat ca cac khoang uéc lugng xay dung theo cac budc trén sé chiia trung
binh y clia tong thé.

Chiing minh. Theo dinh 1i[2.4} bién ngau nhién
X—u
T=——
S/vn
c6 phan phéi ¢ v6i (n—1) bac tu do.
Chiing ta can chi ra c6 xac suat y xay ra su kién khoang (¥ — k, % + k)

chtia gia tri trung binh y, c6 nghia la

PX—k<u<X+k)=r.
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That vay, chung ta c6

P(Y—ksusfw):P(—kﬁs X=wv/n k‘m)

S S S
=P(—ty < T < ty))

=F(ta/2)_F(_ta/2)
=2F(ta/2)_1

a
-+ %)
=l-a

Chiing ta thu dugc khang dinh can chiing minh. O

Vidu 2.9. Chiéu cao ctiamot loai théong 6 Da Lat1a mot BNN X c6 phan
phéi chuin. Do mot sb cay, ngudi ta thu dugc mau sau:

x;im) 3 35 4 45 5 55
Sbcay 2 8 23 32 23 12

Tim khoang tin cdy 95% cua trung binh ctia X.

Loi giai

Tit dit liéu, chiing ta c6 dudgc tdng sb cay 1a 100 cay, trong khi d6, trung binh
mau la

_ 1
x:ITO(ZX3+8X3’5+23X4+32X4’5+23X5+12X5’5):4’51'

Vi X c6 phan phéi chuan v6i phuong sai chua biét nén chiing ta tim khoang
tin cdy dua trén phan phdi ¢ v6i m =99 bac tu do (m = n—1 véi n = 100).
V6i ¥ =95%, ching ta c6 a/2 =(1—17)/2=0,025. Tra bang ¢-Student, ta
thu dudgc gia tri t6i han
taj2=1,984.

Tiép theo, phuong sai mau chiing ta tinh dugc la

1
2= = (2(3—4,51*+---)~0,3635,

va do do,
$=152=4/0,3635~0,6029.

Tit d6, chiing ta c6 khoang tin cay la (x —k, X + k), v6i

k = t,/,5/¥100 =1,984 x 0,6039/10 = 0,12.
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Chuy 2.4. Quy trinh xay dung KTC trong truong hdp nay rat giong vai quy
trinh xay dung KTC khi da biét phudng sai. Do d6, can tranh su nham lan
khi 4p dung. Hai nham 14n hay thy 1 tinh gia tri thong ké Z nhung lai sit
dung phan vi mtc ctia phan phéi ¢, va tinh gia tri thong ké T nhung lai st
dung phan vi mtc ctia phan phéi chuan.

Mot luu y khdc 1 trong truong hgp ¢ méu 16n, ching han n > 30, két
qua thu dudc bang mot trong hai cach tinh sai 1am nhu trén va két qua
diing thudng c6 gia tri xap xi nhau.

CAS 2.6. Trong phan mém théng ké R, dé tinh khoang tin cay cho trung
binh ctia mét tong thé khi chua biét phuong sai tit mot mau ngau nhién,
ching ta dung chiic ndng t.test ().

Trudc tién, can nhap dit liéu vao mot bién trong R. Trong Vi du[2.9} céc
gia tri clia x; xuat hién véi tan suat khac nhau nén can bién x ghi cac gia tri
x; va bién w ghi c4c tan suat tuong ting.

c(3, 3.5, 4, 4.5, 5, 5.5)

i
I

c(2, 8, 23, 32, 23, 12)

=
I

data = rep(x, w)
result = t.test(data)

print(result$conf.int)

## [1] 4,39036 4,62964
## attr(,"conf.level")
## [1] 0,95

Két qua clia t. test () cho thay khodng tin cay 95% (95 percent confi-
dence interval) ctia trung binh ctia tong thé 1a ti 4,39 dén 4,63.

Luuy, t.test () tinh khoéng tin cay véi ml’rc tin cay mic dinh 95%. Dé
tinh v6i mtc tin cdy khac, chang han 90%, can dait tham sb“conf.level =
0.9".

Vidu 2.10. Gia st chiing ta c6 mau dii liéu
X; 6,5-7 7-75 75-8 8-85 85-9 9-95
So6mau 3 5 11 12 6 3
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tt mot BNN X tuan theo quy luat phan phéi chuan. Tim khodang tin cay
cua chieu cao trung binh véi do tin cay y = 90%.

Loi giai

Do BNN X c6 phan phdi chuan v6i phuong sai chua biét nén chiing ta sé
dung udc lugng dua trén phan ph01 t. Trong phuong phéap nay, chung ta
can tim trung binh va phuong sai cia mau. Tuy nhién, do cach ghi du liéu
khong cu thé. Vi du, trong 16p thi nhat, gia tri x; nim trong khoang 6,5 - 7
tuong ting v6i 3 diém mau, nén chiing ta thay 3 diém mau nay bdi 3 diém
mau cling nhan gi4 tri trung binh 6,75 ctia 16p thi nhat, ... Tit d6, trung
binh mau la
X ~ 8,025,

va phuong sai mau hiéu chinh la
s%=0,435.

(Tinh toan chi tiét danh cho ban doc).

V6i miuc do tin cay y = 90%, ching ta c6 a/2 =(1—7v)/2 =0,05. Phan vi
muc a/2 tuong Gng v4i phan phoi ¢ v6i m = n—1=39 bac tu do (Bang A9
(t-Distribution) trong Kreyszig [1]) la

taj2=1,685.
Tur d6, ban kinh ctia khoang udc lugng la k véi

La2S  1,685%4/0,435

k=m=T Jaw

~0,1757.

Két luan: V6i d tin cay 90%, chiéu cao trung binh t6i thiéu X — k = 8,025 —
0,176 =7,849, trong khi d6 trung binh toi da la x + k =8,025+0,1757 = 8,201.

2.3.3 Khoangtincaychotilép

Trong muc nay, chiing ta tim hiéu mét cach xay dung khoang tin cay cho
xéac suat p, dugc dua ra bdi Abraham Wal Mac du phuong phap nay c6
nhiéu nhudc diém va ngay nay it dudc stt dung trong thuc té, nhung vi né
kha don gian nén né dugc giang day rong rai trong théng ké hoc.

Dinh li gidi han trung tam

Khoang tin cdy Wald cho ti1é dugc xay dung dua trén mot dinh li co ban ctia
xdac suat va thong ké, do la dinh li gi6i han trung tam. Cho X;, X,, ..., X,,,

1 Abraham Wald (1902-1950) 1a mét nha toan hoc va théng ké hoc ngudi My gbc Hungary.
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1a cac bién ngau nhién doc 1ap c6 cing ham phan phéi véi trung binh p va
ki vong 2. Dat

— 1
Xn=—(Xi+4X,) (2.26)
Déi vé6i truong hdp ham phan phéi clia cac X; khong nhat thiét 1a phan
phoi chuan, thi ching ta sit dung két qua sau, goi 1a Dinh 1i gii han trung
tam. Day la mot dinh Ii tru cot ctia li thuyeét xac suat va thong ké va cé tng
dung rat nhieu trong nhiing van de khac nhau.
Dinh li 2.5: (Lindeberg-Lévy)
Gia stt X3, X,,..., X,, 1a cac BNN doc lap c6 cting phan phéi véi trung
binh u va phuong sai o2. Khi d6, BNN
Xn—t
Zy=—"—,
o/Jn

v6i X, xac dinh béi (2.26), dugc xap xi tiém can bdi mot phan phoi
chuén téc, cé nghia la

(2.27)

lim F,(x)=®(x), (2.28)

n—oo

V6i F,(x)1a ham phan phéi cia Z, va ®(x)1a ham Laplace.

Chitng minh ctia dinh li nay c6 thé tim thay & [4, Theorem 15.38].

Trong thuc té, khi phai lam viéc véi cac gia tri x4p xi ctia trung binh va
phuong sai, va trong truong hop n “16n”, chiing ta c6 thé gia thiét rang Z,
c6 phan phoi chuan véi trung binh y va phuong sai o2/n.

Khodng tin cdy cho ti 1é p ciia tong thé

Gia st p 1a x4c sut cia mot tong thé dé xuat hién su kién A. Goi X 1a BNN
cho gia tri 1 néu X xay ra va 0 trong truong hgp con lai. Khi d6, X c6 phan
phoi Bernoulli v6i n =1, c6 nghia la X ~ A(p) = B(1, p). Do d6,

u=E[X]=p, o®=VarX]=p(1-p)

Xét modt mau x = (xy, Xy, ..., x,;) ¢6 kich thuéc n. Khi dé, theo cach xac
dinh X, tan suat xuat hién sy kién A trong mau bang trung binh mau x va
12 mot uSc lugng (diém) clia xdc suat tong thé p:

f=x=~p.
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Dé xay dung mot uéc luong khoang cho p, chiing ta lap luan nhu sau:
Béi dinh Ii gi6i han trung tdm, chiing ta c6 thé xap xi

Z,= 27k
" o/vn

b6i phan phéi chuan tac .#(0,1) khi n d 16n. Do d6, theo cong thiic

khoang tin cdy cho trung binh u = p v6i do tin cay y 1a

Ua/zo' Ua/za'
Jn v’

& d6 gia tri t6i han U,, Ging v6i mic a/2 clia phan phéi chudn tic .4(0,1).
Tuy nhién vi p chua biét, nén thay p béi udc lugng diém p = f va thay
phuong sai o bdi phuong sai mau f(1— f) vao cong thiic 2.29), ching ta
thu dugc khoang tin cdy cho xac suat p v6i do tin cdy y (v6i n da 16n) la
. =) fa—=f)

P—Us2 " Sp<p+Uyy: — (2.30)

X —

IA

Uu=p<x+ (2.29)

Luu ¥, do chiing ta can dinh li gi6i han trung tdm, nén trong céc ting dung,
nguoi ta thuong yéu cau n kha 16n, thong thuong la n > 30.

Vidu 2.11. Dé udc lugng ti 1¢ phé pham ctia mét 16 san pham, bo phan
quan li chét lugng kiém tra ngau nhién 400 san pham va nhan thay c6 12
phé pham. V6i miic tin cdy 95%, uéc lugng ti 1é phé pham t6i thiéu va t6i
da.

Loi giai

Goi p l1a ti1é phé pham ctia tong thé, 12 gia tri cin udc lugng. Bai toan yéu
cau udc lugng ti1é (hay xac suat) p clia trung binh cac BNN doc 1ap dua
trén dinh li gi6i han trung tdm. Khoang uéc lugng trong truéng hgp nay cé
dang
X—k<p<x+k,

trong dé, x 1a trung binh mau va k dudgc tinh dua vao c¢6 mau n = 400 va
phan vi mtic a/2 clia phan phbi chuan tac.

M4u ngiu nhién clia ching ta c6 12 phé pham trén 400 san pham kiém
tra, nén trung binh mau (bang tan suat tuong dbi clia phé pham) bang

12

X=f=——=003.
*=1= 20

V6i muc tin cay y = 95%, chung ta c6 a/2 =(1—7v)/2=0,025. phan vi mtc
a/2 clia phan phéi chuén tic la

Uyy2 = 1,960.
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Tl d6, chang ta tinh dugc

1— 0,03(1—0,03
k=Uy, JU=1)_ gg0y| 2B1E=003) _ 1167,
n 400
Nhu vay, v6i do tin cay 95%, ti lé phé pham roi vao khoang tit 1,33% dén
4,67%.

CAS 2.7. Trong R, ham binom.confint () trong thu vién binonE] cho phép
tinh khoang tin cay cho ti 1& p véi nhiéu phuong phéap khéac nhau. Phuong
phap vira trinh bay & trén con dudc goi 1a phuong phép tiém can. Dé
sti dung phuong phdp nay trong R, ching ta dung chi dan methods =
"asymptotic" cho binom.conf (). Dudi day la mot vi du chi tiét.

library(binom)
binom.confint (12, 400, methods = "asymptotic")
H# method x n mean lower upper

## 1 asymptotic 12 400 0,03 0,0132828 0,0467172

Vidu 2.12. Dé x4c dinh ti 1é thanh cong trong mét xét nghiém mot loai
bénh, nha nghién ctiu lam th 500 xét nghiém va quan sat thay 468 xét
nghiém thanh cong. VGi do tin cdy y = 95%, hay xac dinh ti 1é thanh céng
trong xét nghiém nay roi vao khoang nao.
Loi giai
Chiing ta c6 ¢ mau n = 500 v6i tan suat thanh cong la

f =468/500 = 0,936.
D6 1a mot ude lugng diém ciia ti 1é thanh cong.

Vi y =95%, chung ta c6 U, = 1,960. Tt d6, chiing ta tinh dudc

1— 0,936(1—0,936
Ua/z uzl,QGOXQ %

~0,0131.

Tu do6, ching ta c6 udc lugng
0,9360—0,0131 < p <0,9360+0,0131.

C6 nghia 13, v6i do tin cay 95%, ti 1é thanh cong thap nhat 14 92,129% va cao
nhat 1a 94,91%.

Ibinom: Binomial Confidence Intervals for Several Parameterizations, https://doi.org/10.
32614/CRAN.package.binom
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Vi du 2.13. M6t nha khoa hoc vi mudn udc lugng dugc sb tho trén mot
thung lting nén da bat 400 con, ddnh d4u chiing, va sau d6 tha ching trd
lai thung liing. Sau mot thoi gian, nha khoa hoc bét lai 500 con va thay c6
72 con c6 dau. Hay uéc lugng s6 thé trén canh dong véi dé tin cay 12 0,95.

Loi giai

Dau tién, chiing ta udc lugng ti 1é thé c6 dau trong thung liing dua trén
mau 500 con thé véi 72 thé duge danh dAu. Tan sut bat dudgc cé thé dugc
danh daula f =72/500=0,144. V6i do tin cay y =95%, ta c6 a/2=0,0275 va
do d6 U,/, ~1,960 (theo bang phan phéi chuan). Tt d6, chiing ta thu dugc

1- 0,14(1-0,14
fa=f = 1,960 x ¥ ~ 0,0308.

k= U 500

Tit d6, v6i do tin cay 95%, chiing ta c6 udc lugng ti 1é thd dudc danh dau la
0,1132<p £0,1748.

Mt khac, véi 400 tho duge danh dau, nén ching ta coi p =400/N va do dé
co udc lugng
2288 < N <£3593.

2.3.4 Khoding tin ciy cho phiiong sai ciia phén phéi chudn

Trong muc nay, chiing ta néi vé phuong phap xay dung khoang tin cay cho
phuong sai ctia mét phan phéi chuan. Phuong phap nay dua trén dinh 1i
vé phan phdi chi-binh phuong.

Phan phéi chi-binh phuong (phan phdi »2) 1a mot truong hop riéng
clia phan ph6i Gamma, da néi trong ChUOng Dé cho tién cho ban doc,
chiing ta néu lai dinh nghia nhu sau.

Pinh nghia 2.5: (Phan phf)i 72

Bién ngau nhién X dugc goi la c6 phan phoi chi-binh phuong véi m
bac tu do néu ham phan phéi tich luj F(x) clia n6 c6 dang

1

Fx)= 2m/2T(m/2)

X
f e 2¢m=22qr  néux>o0, (2.31)
0
va F(x)=0néu x <0, trong do6 I'(¢) la ham Gamma.

Phan phdi y2 c6 cong thiic tudng minh nén cac tinh toan lién quan dén
n6 c6 thé dé dang dudc thuc hién bang may tinh.
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Dang diéu clia hAm mat do ctia phan phéi y2 dudc minh hoa béi
Hinh Luu ¥, trong trudng hop m = 2, ddng diéu clia ham mat do thé
hién trong do thi v6i duong mau xanh, rat khac so véi cac truong hgp
m=3.

binh li 2.6: (Lindeberg-Lévy)

Gia stt X, ..., X, 1a cac bién ngiu nhién doc 1ap c6 phan phbi chuan
v6i trung binh y va phuong sai o2. Dt

8= —— [ =X+ + (6, — XF]. 232
Khi d6, BNN
SZ
T=(n—1)—
o2

c6 phan phéi y2 (chi-binh phuong) véi (n — 1) bac tu do.

Chiing minh cho Dinh li[2.6/ban doc c6 thé tim thiy trong Walpole—
Myers—Myers—Ye [5, Theorem 8.4].

Con bay gid, chiing ta hay stt dung dinh li trén dé xay dung khoang tin
cay cho phuong sai o2 ctia phan phdi chuan.
Cac budc tim khoang tin cdy cho o

1. Chon d6 tin cay 7.

2. Xac dinh cac phan vi muc y2 /2 Va y1_q/» trong cac diéu kién

F(y2,)=1-a/2 (2.33)

va
F(yi,.)=a/2 (2.34)

bang cach tra bang phan phéi (Bang A10 trong Kreyszig [1]) hoac
bing CAS, hoic bang may tinh khoa hoc cam tay.
3. Tinh gi4 tri (n —1)s?, trong d6 n 1a cd mau va s? 1a phuong sai mau.
4. Tinh céc gia tri
(n—1)s? (n—1)s2
=, = (2.35)
Xa/Z Xl—a/z
5. Két luan khoang tin cay 100y% ctia o2 1a
ky <o?<k,. (2.36)

D6 la khoang tin cdy can tim.
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Vi du 2.14. Gia sl chiing ta c6 mdét mau gom n = 30 quan sét, va phuong
sai mau s = 10. Hay xay dung khoang tin cay 95% cho phuong sai o2.

Loi giai
Cac budc tim KTC cho phuong sai dugc
thuc hién nhu sau: -
. o — df=2
1. Xac dinh céac thong so: > < — df=3
@ ° df=5
4 x 8 o | df=8
— SO0 mau: n =30. z ©
— Phuong sai mau: s = 10. g S 7 N
- Do tin cay: y =95%, dod6a= = s ] \
0,05, va a/2 =0,025. g 4 ‘ ¥
0 2 4 6 8

- Sbbactudo: m=n—1=29.

2. Tra bang phan phéi y*: Ching ta
can tra cac phan vi mdc a/2 cua
phan phéi chi-binh phuong véi

n—1=29 bac tu do. Hinh 2.2: Ham mat d6 cua phan

phéi y2
Aoors ¥ 16,047, 0o ~ 45,722,
3. Tinh khoang tin cdy cho phuong

sai o2: Ap dung céc gid tri trén vao
cong thic:

(n—1)s? (n—1)s? _((30—1)><10 (30—1)><10)
Zi/z ’Xf—a/z 45722 7 16,047

Tit d6, bang tinh todn cu thé, chiing ta thu dugc khoang tin cay can
tim 12 (6,34; 18,07).
Tu khoang tin cdy cho o chiing ta suy ra khoang tin cay cho dé 1éch
chuin o bang cach lay cin bac hai clia hai dau mt, dé 1a

(v/6,34,4/18,07) =(2,52; 4,25).

Vay khoang tin cay 95% cho dé léch chuan o 13 (2,52; 4,25).

Chti y 2.5. D6 thi ham mat do ctia phan phdi chi-binh phuong khéng db6i
xing (xem Hinh. Do d6, khong c6 moi lién hé don gidn gitta y2 va 32
nhu d6i v6i phan phdi chuan va phan phéi r. Nhu vay, ching ta phai tinh
lan lugt cac gia tri nay mot cach riéng biét.
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CAS 2.8. Trong R, chiing ta c6 thé diing hAm varTest () (One-Sample Chi-
Squared Test on Variance) trong goi EnvSt at dé tinh toan khoang tin cay
cho phuong sai ctia phan phéi chudn. Sau day 1a mot vi du:

library(EnvStats)
x = c(89, 85, 87, 82, 89, 86, 91, 90, 78, 89, 87, 99, 83, 81)
result = varTest(x)

print (result$conf.int)

## IL{CIL UCL

## 13,8955 68,6228

## attr(,"conf.level")
## [1] 0,95

Can dudi ctia KTC cho béi LCL (lower confident limit) va cin trén cho
b6i UCL (upper confident limit).

2.3.5 Nhiing hiéu sai vé khodng tin cdy

Gia stt X 1a mot BNN véi trung binh p. Néu mot nghién ciiu néi [a, B] la
mét khodng tin cdy 95% ctia u thi diéu nay c6 nghia la gi?

Pay mic du 1 cau héi co ban nhung lai kha té nhi ma nhiéu ngudi lam
thong ké ting dung c6 kinh nghiém ciing dé cho cau tra 15i sai.

Nhiéc lai rang, dé hiéu y nghia ctia mét khoang tin ciy ta phai quay lai
quy trinh xay dung khodng tin cay tli mot mau ngau nhién. Quy trinh nay
c6 tinh chét sau: Cé khoang 100y %, trong doy la do tin cdy, cac khoangxay
duing theo né tii cdc madu ngau nhién va doc lap sé chiia tham soé tong thé (6
trong vi du trén la trung binh u).

Céc dién giai sai lam vé khoang tin cdy thuong bat tit viéc quén di quy
trinh xay dung ma chi cht y dén két qua ctia quy trinh xay dung dudc, ttic
1a chi chii y dén [a, B].

C6 phai néu [a, #]1a khoadng tin cay 95% ctia u thi c6 95% kha ning u
thudc vao [a, B1?

Cau tra 16i 6 day la “khong”. Vi sao?

IEnvStats: An R Package for Environmental Statistics, https://doi.org/10.1007/
978-1-4614-8456-1
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Vi chi c6 mo6t BNN X, 1a mét mé hinh cho mét tong thé duy nhat. Do
dé6 trung binh u da hoan toan xac dinh. Su kién u ¢6 thuéc mot khoang
nao dé hay khéng la su kién tat dinh, khong phai la su kién ngau nhién.
Dénh gid kha nang xay ra su kién tat dinh hay khéng 1a v6 nghia, vi khong
c6 mot khong gian xac suat hgp i cho su kién do.

Néu lay mau x nhiéu lan tit BNN X va tinh céc trung binh mau ¥, thi
khoang 95% két qua thu dugc nam trong [a, 1.

Mic dit cach hiéu nay méi nghe c6 vé hgp li, nhung né ciing la mot
cach hiéu sai rat nghiém trong! Diéu bat ngd 1a cach hiéu sai nay ciing xuat
hién kha pho bién, trong ca cac sach da xuat ban. Vi du, tac gia N. V. Tuan
[6][11 sau khi tinh dugc mot khoang tin cdy 95% cho mot vi du 1a 0,68 va
0,71, dua ra dién giai nhu sau: “Néi cach khéc, néu nghién ctiu dudc lap
lai nhiéu lan, chiing ta ky vong ring gi4 tri trung binh ctia mau (sample
means) clia mat do xuong sé dao dong trong khoang 0.68 dén 0.71 g/cm?
(trung binh la 0.695).”

Sai lam nam & dau trong dién giai trén?

Do cé4c tham s6 tong thé khong biét dudc, nén khong thé tinh dugc ki
vong cac trung binh mau roi trong khoang bat ki nao: Chiing ta khéng bao
gid danh gia dudc xac suat ma cac trung binh mau sé thu dudc roi vao
khoang [a, ] vlia tim la bao nhiéu.

Vay cach hiéu ding 1a gi? Nhu da néi 6 trén, 1a néu nghién cttu dugc
l4p lai nhiéu 1an, thi ta ki vong rang c6 xap xi 95% trong cac khoang tin cay
dudc tinh trong cac nghién cttu dugc lap lai dé thuc su chiia trung binh
clia tong thé.

Trong vi du trén, cdp gia tri vita tinh dugc, 0,68 va 0,71 chi la cac gia tri
ngau nhién. Diing mo6t minh, c4c gia tri ciia BNN, hay c4c két qua clia phép
thit ngau nhién (gidng nhu mot két qua dong xu sip hay ngiia) khong c6 y
nghia dbi véi cac phép thit doc lap tiép theo.

2.3.6 Mot sb moé phong trong R

Trong tiéu muc nay, chiing ta mé phéng mét sb tinh hudng gitip ban doc
hiéu sau hon ciing nhu kiém chting cac két qua vé mit i thuyét théng ké.

CAS 2.9. Nhic lai rang cé6 khoang 100y % cac khoang xay dung tit cac
mau ngau nhién khac nhau tit mét phan phdi chuan theo quy tic trén
sé thuc su chita phuong sai ctia tong thé. Trong phan mé phéng bang R
dudi day, chiing ta sé tao ra 1000 mau ngau nhién tit phan phéi chuan tac

IN. V Tuin (2019), Phdn tich dit liéu vdi R (héi va dap), NXB Tong hgp TP, HO Ch1 Minh: Day la
mdt cudn sach kha hitu ich cho ngu’dl lam ung dung thong ké. Rt tiéc, cling nhu cuon “Phan tich
ditliéu véi R” clia cling tac gia, cuon sach nay chita nhiéu 16i sai nghiém trong vé cc van dé co s6
1 thuyét xac suét va thong ke.
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A(0,1), tinh cac khodng tin cay tit cic mau ngau nhién do, va tinh ti 1& %
cac khoang tin cdy thuc su chita phudng sai 0% = 1.

library (EnvStats)
N = 1000; k = 0

for (i in 1:N) {

sample = rnorm(30, mean = 0, sd = 1)

ci = varTest(sample, conf.level = 0.99)

if ((ci$conf.int[1] - 1) * (ci$conf.int[2] - 1) < 0) {
k=k+1
}

print (100 * k / N)
## [11 99

Két qua thu dugc c6 99% cac khoang tin cay thuc su chiia phuong sai
ctia phan phéi chuin tac o2 =1.

Mot cau hoi dit ra 1a néu téng thé khong tuan theo phan phéi chuin
thi quy tac xay dung khodang tin cdy nhu trén con ding khong? Cau tra 16i
1a “khéng”. D6 1a vi khi téng thé X khong c6 phan phéi chuan, bién ngau
nhién T = (n—1)S?/0? khéng nhét thiét c6 phan phdi y2 véi n—1 bac tu
do. Do d6, viéc tinh KTC dua trén phan phdi y2 1a khong c6 co s6.

CAS duéi day cho thay néu ap dung quy tic KTC trén cho truong hgp
phan phdi mii thi két qua thu dugc khong ding.

CAS 2.10. Stta d6i doan ma R trong CAS chiing ta tao cac mau véi phan
phoi ma v6i tham so A = 0,2, phudng sai 02 = 172 = 25, va xay dung cac
khoang theo cong thiic trén, dém céc khoang thuc su chita o2, Cu thé nhu
sau:

library(EnvStats)

N = 1000; k = 0
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for (i in 1:N) A
sample = rexp(30, 0.2)
ci = varTest(sample, conf.level = 0.9)

if ((ci$conf.int[1] - 25) * (ci$conf.int[2] - 25) < 0) {
k=k+1
}

print (100 * k / N)

## [1] 63,8

Két qua cho thay chi c6 63,8 %, nhé hon nhiéu so véi miic mong muén
90%, cac khoang dugc xay dung nhu vay thuc su chita phuong sai o2 = 25.
Thuc nghiém nay chi ra rang cong thiic khoang tin cay cho phuong sai ctia
phén phéi chudn khong thé” ap dung cho cac phan phdi khac.

CAS 2.11. Gia sti X,, 1a mot day cac BNN doc lap cé ciing phan phéi déu
U(0,1). Dé dang tinh dugc trung binh ux, = 1/2 va phuong sai ain =1/12.
Mitkhdc, néudat X =X, +---+ X, va X = L thiuy=n/2vaox=n/12. Hon
niia, dinh li giéi han trung tam cho biét

x, = XH
" o/vn

c6 phan phéi xap xi .4(0,1) khi n 16n.

Chting ta hay xem xét thi nghiém sau trong R: Tao ra N = 1000 mau cd
n =192 clia phan phéi déu U(0,1) va tinh téng clia chiing. Nhu vay, ta thu
dudgc mot mau c6 1000, 1a 1000 gia tri quan sat ctia BNN X v6i phan phoi
x4p xi phan phédi chuan .4#(96,16). Tiép theo, vé biéu do cot (histogram)
clia mau thu dudgc cling v6i do thi clia ham mat do ctia phan phdi chuan
N (u=96,0%=16). Ban doc hay quan sat Hinh[2.3|thu dugc va dua ra nhén
xét cho riéng minh.

N = 1000
n 192
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Hinh 2.3: Xap xi phan phoéi chuan ctia tong cac BNN vé6i phan phéi déu U(0,1)
sample = numeric(N)

for (4 in 1:N) {
x = runif(n, min = 0, max = 1)
sample[i] = sum(x)

hist(sample, breaks = 20, probability = TRUE,
col = "lightblue", border = "white", main = "")

curve (dnorm(x, mean = 96, sd = 4), col = "red", add = TRUE)

Bai tap myc

1. Phan phdi r 14 gi? Néu nhiing diém gi6ng va khac nhau giita phan phoi ¢ va phan
phéi chudn. Néu mét ting dung quan trong ctia phan phoi z.

2. Tinhxép xi cac phéan vi mtic 90%,95% va 97,5% ctia phan phdi ¢ v6i 24 va 30 bac tu
do (xem Béng A9 trong Kreyszig [1]).

3. Thu thap ngéu nhién mot mau dit liéu gom 100 méau tir mot téng thé tuan theo luat
phan phéi chuin, ngudi ta tinh dugdc trung binh miu x = 0,1 trong khi d6 do léch
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10.

trung binh ctia mau la s = 0,014. Hay udc lugng gia tri trung binh téng thé, véi do tin
cay 95%, ti mau trén.

Diéu tra ngiu nhién diém trung binh mén toan ctia 100 thi sinh du thi vio mot
truong dai hoc A, ngudi ta thu dugc trung binh mau la 7,3 v6i phuong sai mau
52 =6,25. Tim khoang tin cay 95% cho diém trung binh mén Toan clia toan bo thi
sinh du thi dua vao mau nay.

Mot nghién citu nham tim hiéu cac giao dich mua sam truc tuyén cho thay thoi gian
trung binh dé hoan tit mét giao dich mua sam truc tuyén 1a 5,8 phut véi do léch
chuan 2,4 phit. Nghién ctiu nay dua trén 105 mau. Gia st thdi gian dé hoan tat mot
giao dich nhu vay la mot BNN tuan theo phan phoi chuin. Hay xay dung khodang tin
cay 95% cho thdi gian trung binh dé hoan tit mot giao dich mua sam.

Gia st ~chleu cao clia mot nam 10 tudila mot bién ngau nhién X c6 phan phbi chuan.
Do ngau nhién 16 hoc sinh va thu dugc mau so liéu sau: 129, 130, 131, 131, 131, 132,
132,132,133, 133, 134, 134, 135, 135, 136, 137 (don vi: cm).

(a) Tinh trung binh va phuong sai clia mau dii liéu doé.

(b) V6i do tin cay 95%, hay u6c lugng trung binh ctia X.
Tim uéc lugng diém va khoang tin cay 95% cho trung binh ctia mot BNN X véi phan
phoi chuin véi phuongsai o2 = 4 dya trén mau quan sat sau: 23, 24, 24, 25, 25, 25, 26, 27.

Gia stt chiéu dai clia mot qua dua chudt duge thu hoach § mot ndng trudng 12 mot
BNN c¢6 phén phoi chuan. Do chiéu dai ctia mét s6 qua dua va ghi lai s6 liéu nhu
trong bang sau:

Chiéu dai 42-45 45-48 48-41 51-54 54-57

S6 trai 4 7 11 7 5

Hay xay dung khoang tin cay 95% clia trung binh ctia chiéu dai loai dua chudt néi
trén.

Mot mau ngau nhién gdm n = 89 khach hang cho thiy ring 48 khach hang c6 ké
hoach mua mot loai ti vi méi. Tim khodng tin cdy 95% ctia ti 1€ p ctia cic khach hang
trong tong thé tat ca cac khach hang ma c6 ké hoach mua ti vi mdi.

(K. Pearson) Tim khoang tin cdy 99% cho xac suit p clia mot phan phdi nhi thiic véi
mot mau két qua ctia 24 000 phép thit trong d6 cé 12 012 két qua thanh cong.

2.4 Ham dac trung va dinh li giéi han trung tam

Trong muc nay, chiing ta tim hiéu vé ham dic trung ctia moét phan phoi
xdac suat, v6i muc tiéu chinh la trinh bay so lugc vée mot cach chiing minh
kha ngan gon ctia dinh li giéi han trung tam (Dinh 1i .

Tai liéu tham khao: Cramer [7].

2.4.1 Hamddc trung

Ham dic trung 1a mot cong cu manh trong xac suat va théng ké, thuong
dung dé chiing minh cac dinh li giéi han nhu dinh 1i gi6i han trung tam.
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N6 c6 lién hé mat thiét v6i bién ngau nhién, phan phdi xac suét, va cac
bién d6i Fourier. HAm dic trung ton tai va xac dinh, ké ca khi mot sb dic
trung nhu ki vong hay phuong sai khong ton tai.

Pinh nghia 2.6:

Ham ddc trung clia bién ngau nhién gia tri thuc X 1a ham cho tuong
tng moi ¢ € R véi ki vong toan ctia bién ngau nhién gia tri phic e’**,
va dugc ki hiéu la px(t). Nhu vay,

ox(t)=E[e'*], teR. (2.37)

Vi X c6 gi4 tri thuc, ta c6 thé viét e!'X = cos(X)+ i sin(¢X) va thu dudc
px(t)=E[cos(tX)]+iE[sin(t X)].

Néu X 1a bién ngau nhién rdi rac thi:

goX(t):Ze”xP(X = x).

Chegmg han, néu X ~ A(p) thi
ox(t)=P(X=0)+e''P(X=1)=1—p+pe'

Luu ¥, ham trung clia hai BNN ciing phén phéi 1a nhu nhau. Do dé, ta
ciing néi ¢y () 1a ham dic trung ctia phan phéi clia X. Nhu vy, ham sb
t —1—p+pe'’ cling la ham dic trung ctia phan phéi A(p).

Néu X 12 bién ngau nhién lién tuc thi

‘PX(I):J e’ f(x)dx

(ee]

Nhu vy, ham dic trung ctia mot phan phdi chinh 1a bién doi Fourier clia
ham mat do xac suat ctia no. ) ) )

Bang sau dy cho biet cac ham déc trung cia mot s6 phan phoi xac suat
cd ban.

Phan phdi xdcsudt Ham dic trung

B(n,p) (1=p+pe)’
Pois(A) exp(A(e’’ —1))
o?t?
N (u,0?%) exp(l,ut— )
ll llﬂ
Ula,b)

it(b—a)
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Mot s6 tinh chét ctia ham déc trung nhu sau :

1. Néu X la mot BNN gia tri thuc thi | x(¢)| < 1. That vay,

‘f ltx dx J‘eztx“f Idx
=J|f(X)I dx

=1 (vif(x)=0).

2. Néu Y =aX + b v6i a, b 1a cac hang s6 thuc thi ¢y ()= e/’ px(at).
That vay, theo dinh nghia:
py(t)=E[e""]
—E[eaX+D)]
= etV E[ele!X]
P oxlat).
3. Ham phan phoéi F(x) xdc dinh mot cach duy nhat ham dic trung

¢x(t). Day la mot tinh chét suy tit bién déi Fourier va bién doi Fourier
ngugc.

4. Néu X;,X,,..., X, 1a cac bién ngau nhién doc lap va
thi

n=] Jex(0)
k=1

That vay, dé thay rang vi cac bién ngau nhién X, X,,..., X, doc lap
nén:

E[e (Xy++X,) ]
]E[ X, pitX ]

E[eltxk]
1

ol
S

x, (2).

Il
)

k=

—

5. Néu ton tai E[|X|¥] thi ham dic trung ¢ (¢) cling ton tai dao ham dén
béc k tai moi diém ¢ (kha vi dén bac k tai moi diém ¢).
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2.4.2 Dinhligidi han trung tam
St dung cac ham dic trung, c6 thé chiing minh dinh li gi6i han trung tam,
mot dinh li rat quan trong trong nhiing ting dung da biet.

Dinh li 2.7: (Lindeberg-Lévy)

Cho (X;);>; 1a day cac bién ngau nhién déc lap va ciing phan phbi

th6a man

E[X;]=u, 0<Var(X;)=0?<o0.
Goi S, =Y, X;. Khi do,

S,—nu a
—
ovn

A(0,1)  (khin — o0),

tic 1a phan phéi chuan chudn hoa chuén tic 1a gi6i han phan phoi
clia tong dudc chuan hoa.

Chiing minh dinh li2.7 V6i n c6 dinh, ta dat Y; = (X; —u)/(o v/n) va dat

Sp—nu
Z, = — :ZY,-.
i=1

gy n

Ta sé chiing minh rang ham dic trung ¢ z,(t)hoi tu diém téi o(t)=e /2
(ham dic trung ctia .4(0,1)). That vay, theo tinh doc 1ap va tinh dong phan
phoi ctia cac BNN X; ta suy ra tinh doc 1ap va cung phan phoi caa Y;. Do

do
exp(itzn: Y,-)

i=1

9z (t)=E = (o3 (1) =(pz (t/vn))".

(Luuy, 6 trén ta da dung 7, = (S, —u)/0) = vnY;.)
ViE[Z?]< oo, ta c6 thé 1iy dao ham du6i diu tich phan:

<p’Zl(u)=]E[iZlei”ZI], wgl(u)=]E[—leei”ZI],

vado d6 ¢, (0)=iE[Z]=0, ¢} (0)=—E[Z2]=—1/n. Tit d6 (do sy ton tai va
lién tuc ctia dao ham bac hai tai 0) suy ra khai trién Taylor

1
0z (u)= 1—5u2+0(u2) (u—0).
V6i t ¢b dinh, ta c6

t 1
(pzl(—)zl—gt2+o(l/n), n— oo.
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Cung v6i trén, ta c6

t
logy, (t)=nlogy (ﬁ)

( r? 1
=nlog 1——+0(—)
2n n

1
=—§t2+o(1), n— oo.

Do doé

¢z ()= exp(loggozn(t)) —e 2 (n—o0),

v6i hoi tu diém theo ¢ €R. )

Theo dinh li lién tuc ctia Lévy (Lévy’s continuity theorem), néu cac ham
ddc trung ¢ (¢) hoi tu diém t6i mot ham lién tuc ¢(¢) tai moi ¢, thi phan
phéi ctia Z, hoi tu t6i phan phédi cé ham dic trung ¢. O day ¢(r)=e~"*/2 1a
ham dac trung ctia .4(0,1) va lién tuc, nén

Sn—n,ui)

ovn

Diéu nay hoan tat chiing minh. O

Z, =

A(0,1).
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Chuong

Kiém dinh gia thiét thong ké

Muc tiéu clia chuong nay la tim hiéu mét s khai niém va phuong phép tiéu chuan
dé kiém dinh cac gia thiét thong ké, bao gdbm céc gia thiét vé trung binh (kiém dinh
z, kiém dinh 1), gid thiét vé phuong sai (kiém dinh y?), so sanh hai trung binh (kiém
dinh ¢ hai mau), va so sdnh hai phuong sai.

Tai liéu tham khao chinh: Kreyszig [1, Chapter 25], D. H. Thang [2, Chuong 4, 5].
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3.1 Khai niém, quy tic chung, cic dang kiém dinh

Kiém dinh gia thiét thong keé (statistical hypothesis testing) 1a mot phuong
phép théng ké dugc stt dung dé kiém tra gia thiét vé mot hodc nhiéu théng
sb ctia quan thé dua trén mau dit liéu thu thap dugc. Muc tiéu ctia kiém
dinh thudng la dé xac dinh xem liéu c6 bang chiing théng ké dii manh dé
béc bb hoic khong bac bo gia thiét da dugc dat ra.

Quy trinh kiém dinh thudng bat diu véi viéc thiét 1ap hai gia thiét:

e Gid thiét chinh, ki hiéu H,: Day la gia thiét ma ban mubn kiém tra,
thudng 12 gia thiét vé su khong khac biét hodc mét miic do cu thé clia
su khac biét.

o Doi thiét, ki hiéu H;: Day la gia thiét ma ban mubn chiing minh 1a
dang, thuong la gia thiet vé su khac biét.

Ngudi ta chon mot quy trinh kiém dinh va thuc hién trén dit liéu mau. Két
qua ctia phép kiém dinh dugc so sanh v6i mot ngudng quyét dinh suy ra
tit muic y nghia (significance level) dugc chon truée. Néu két qua dat dugc
VUGt qua ngudng nay, c6 di bang chiing dé bac bo gia thiét chinh H, va
chap nhan gia thiét thay thé H;; ngudc lai, néu két qua khéng vuot qua
ngudng y nghia, thi khong cé dii bang chiing dé bac bo gia thiét chinh.

C6 nhiéu loai kiém dinh théng ké khac nhau, bao gom kiém dinh z,
kiém dinh ¢ cho trung binh, kiém dinh chi-binh phuong cho phuong sai,
kiém dinh ANOVA (Analysis of Variance) cho dii liéu c6 thé dudc coi 12 lién
tuc, kiém dinh chi binh phuong (y2) cho dii liéu phan loai. M6i loai kiém
dinh c6 ting dung va gia dinh riéng biét tlly thudc vao bdi canh nghién ctu
va loai dii liéu dugc st dung.

3.1.1 Quy trinh kiém dinh gid thiét thong ké
Céc budc co ban dé thuc hién mot phép kiém dinh thong ké nhu sau:
1. Xac dinh cap gia thiét:

« Phat biéu gia thiét chinh H,, chang han 6 = 6, véi 6 1a mot tham
s0 nao do (nhu trung binh hay phuong sai) va 6, la mot gia tri
cho trudc.

o Phat biéu dbi thiét H,.

2. Chon mtic y nghia a (chang han a = 5%, 1%, hodc tham chil2 0,1%).

3. Chon tiéu chudn kiém dinh T = g(X,, X,, ..., X,,) phit hop véi tling tinh
huong va xac dinh quy luat phan phoi cta T véi dieu kién gia thiet H,
la dang.
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4. Tim mién bdc bé W, sao cho
P(TeW,)=a, 3.1)

tiic 1a trong truong hop gid thiét H, la ding thi xdc sudt xdy ra T € W,
bang a. Luu y, mien bac bé W, dugc chon khong chi phu thudc vao
gia thiet chinh ma phu thudc ca vao doi thiét.

5. Tit mau cu thé (x,, x,, ..., x,,) tinh gid tri quan sdt clia tiéu chudn kiém
dinh
Ik :g(xl’XZ’-'-vxn)-

6. Chap nhan hoic bac b6 gia thiét H, dua trén mébi quan hé giiia gia tri
quan sat T, va mién bac bé W,. Cu thé nhu sau:

« Néu T, € W, thi bdc b6 H,.
o Néu T, ¢ W, thi chua c6 dii co sé dé bac bo H,.

Céc tiéu chuan kiém dinh chting ta sé néi trong chuong nay gom kiém
dinh z va kiém dinh ¢ cho trung binh clia phan phéi chuan, kiém dinh y2
cho phuong sai ctia phan phéi chuan, va kiém dinh ¢ hai mau cho vin dé
so sanh hai trung binh.

3.1.2 Sailam ciia kiém dinh gid thiét thong ké

Kiém dinh gia thiét thong ké 12 mot cong cu quan trong trong viéc dua ra
két luan dua trén dit liéu. Tuy nhién, né khong hoan hao va c6 nhiing sai
1am pho bién ma ngudi sit dung cin nhan biét. Du6i day 1a mét sb sai lam
16n khi thuic hién kiém dinh gia thiét:

Sai lam loail

Sai lam logi I x4y ra khi bac bo gia thuyét gbc H, trong khi né diing. Biéu
nay c6 nghia la ching ta dua ra két luan sai ring c6 bang chiing dé tin vao
gid thuyét thay thé H, khi thuc té khong phai vay.

Vi duy, gia sit chiing ta dang kiém tra gia thuyét vé mét loai thubc méi
v6i Hy: “Thube khong cé tac dung”, va H;: “Thudc cé tac dung.” Néu ching
ta bac bo H, va két luan rang thubc c6 tac dung, nhung trén thuc té thudc
khong c6 tac dung, thi chiing ta da méc sai lam loai L.

X4c suat mac sai lam loai I 1a mtic ¥ nghia (@) clia kiém dinh. Day 1a xdc
suat cho thiy mot su khac biét dang ké trong dit liéu (theo H,) khi thuc té
su khac biét d6 khong ton tai (theo H,). Thong thudng, miic a dudc dit &
0,05, nghia la c6 5% kha nang ching ta quan sat dugc di liéu cho su bac
b6 H,.
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Sai lam loai I thudng dan dén két luan sai rang mot yéu t6 nao dé c6 tac
dong hoic c6 hiéu qua khi thuc té né khéng cé. Diéu nay dic biét nguy
hiém trong céc linh vitc nhu y té, khi ban c6 thé khuyén cdo stt dung mot
loai thudc khong hiéu qua hoac tham chi cé thé gay hai.

Sai lam loai Il

Sai lam loai II x4y ra khi khong bac bo gia thuyét gbc H, trong khi né sai.
Xac suat mac sai lJam nay dudc ki hiéu 1a 8, va dé6 manh ctia kiém dinh
(power of test) 1a 1— 3, biéu thi kha nang phat hién su khéc biét khi n6 thuc
Su ton tai.

Vi du, gia st chiing ta dang kiém tra loai thubc nhu trén, v6i Hy: “Thudc
khong c6 tac dung”, va H,: “Thubc cé tac dung”. Néu khong bac bé H, va
két luan rang thubc khong cé tac dung, nhung thuc té thudc c6 tac dung,
thi chiing ta da mAc sai 1am loai II.

X4c suat mac sai lam loai IT dudc ky hiéu 1a . Gid tri nay thudng khong
dudc biét truéc va phu thudc vao nhiéu yéu té nhu kich thuéc mau va hiéu
ting that su trong dit liéu. D6 manh ctia kiém dinh dudc xadc dinh béi 1—,
nghia 1a kha nang phat hién ra su khéc biét khi su khac biét thuc su ton tai.
Thudng mot kiém dinh manh c6 d6 manh it nhat 12 0,8, tuong ting v6i 20%
kha ning mac sai lam loai II.

Sai 1am loai II dan dén viéc b6 qua mét phat hién quan trong. Vi du,
trong nghién ctu y té, c6 thé bd qua tac dung cé 1di ctia mot loai thude.
Diéu nay lam giam kha ning phat hién ra cac yéu t6 hoic tac nhan cé gia
tri, khién nghién ctiu hodc thit nghiém khong mang lai hiéu qua cao.

Tom tat vé hai loai sai lam néu trén dugc ghi trong bang sau.

Yéu td Sailam loai I Sai lam loai IT

Két luan sai Bac bo H, khi H, ding Khong bac bd H, khi H, sai
Xac sudt a (thuong 1a 0,05 hoac 0,01) B (khong dugc biet truéce)
Hau qua Két luan sai rang c6 hiéu tng  B6 s6t mot hiéu ting thuc su
Uu tién giam thiéu  Dat ra miic y nghia thap Tang c6 mAu, ting do manh

Trong kiém dinh gia thiét théng ké, ngoai hai sai lam néu trén con c6
mot so sai lam khéc v6i cac li do den tu thuc tien ma ching ta khong noi
den ¢ day.

3.2 Kiém dinh trung binh ctia phan phéi chuan

Trong muc nay chiing ta tim hiéu chi tiét bai toan kiém dinh trung binh
clia mot phan phéi chuin trong hai tinh hudng: (1) phuong sai da biét, va
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(2) phuong sai chua biét. Ban doc c6 thé tham khao thém Kreyszig [1, tr.
1081-1086] hodc D. H. Thang [2, Chuong 4, §2].

Gia stt X 1a mot BNN c6 phan phdi chudn véi trung binh p va phuong
sai 02, nghiala X ~ ¥ (i, 02). Chiing ta muén kiém tra mot gia thiét phat
biéu riang trung binh y ctia X bang mot gia tri y, nao d6. Lic nay, gia thiét
= o 14 gid thiét chinh, ki hiéu 1a H,.

Tuy theo nhiing yéu cau cu thé, chiing ta sé kiém dinh gia thiét H, d6i
v6i mot trong ba doi thiét sau:

Loai kiém dinh Mot phiatrai Mot phia phdi  Hai phia

Gia thiét chinh H, U=l U=l U=l
boi thiét H, W< o w> o W# o

Chting ta sé lan lugdt tim hiéu méi trusng hop trén trong cac tiéu muc
ngay sau day.

3.2.1 Kiém dinh trung binh u khi phitong sai o da biét

Bai toan kiém dinh gia thiét vé trung binh u ctia mot phan phdi chuan khi
gia tri o? da biet dua trén két qua sau: Gia st X;, X,,..., X,, 1a cic BNN doc
1ap c6 cung phan phoi véi X. Khi do,

Y: X1+X2+"'+Xn

n

c6 cling trung binh y va c6 phuong sai o2/n. Hon nita, phan phéi chuan

hoa .
_X-up
Co/vn

(3.2)

c6 phan phéi chudn tac .4(0,1).
Chung ta sé chia lam 3 truong hgp sau day tuong ing véi 3 gia thiet
thay the H, nhu sau:

Trieong hop 1: Kiém dinh mét phia trai

Trong trudng hop nay, gia thiét thay thé H, 1a u < < Uo- Néu H, ding, tic l1a
U = o, thi theo dinh li vita néu phia trén, bién ngau nhién Z cho béi

_X_.Uo
~a/vn

c6 phan phéi chuan tic .#(0,1). Do dé, véi moi ¢ €R, ching ta c6 thé tinh
dugc xac suat

(3.3)

P(Z<c)=®(c), (3.4)
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Bac bd H, Khéng bac bd H,

— Ua

Hinh 3.1: Mién bac b6 cho kiém dinh mét phia trai: W, = {Z <—U,}

trong d6 @, nhu thuong 1€, 1a ham Laplace (xem Bang A7 trong Kreyszig
(1.

Tu nhén xét trén, ching ta thay rang véi miic y nghia a, mien bac bo
d6i vé6i bai toan kiém dinh c6 thé chon 1a

Vva = {Z < _Ua}’

trong d6 Z cho béi cong thiic (3.3) va U, 1a phan vi miic a cia phan phéi
chuan tac .4#(0,1), dd n6i dén § Chuong 2, c6 nghia la

oU,)=1—a.
Luu ¥, mién bac bé W, c6 tinh chat: Néu H, diing, thi

P(ZeW,)=P(Z<-U,)
=0(—U,)
=1-9(U,)
=1—(1—a)
=aq,

nhu mong muén. Xem minh hoa trong Hinh
Gia st bang thuc nghiém, ta thu dugc mot mau dit liéu x cd n véi trung
binh X va tinh dudc gi4 tri quan sat Z,, thu dugc bang cach thay x vao X
trong (3.3), tic la
_ Xl

"o/vn

Xét cac truong hgp sau:

* Néu Z, € W, thi chiing ta bac b6 gia thiét H,, vi néu H, diing thi chi c6
xac suat a quan sat dugc ket qua thudc vao W,,.

» Néu Z, ¢ W, thi chua c6 di1 co s6 dé bac bo H,.
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Vi du 3.1. Gia st mét BNN X c6 phan phéi chudn véi trung binh u va
phuong sai o2 = 4. Hay kiém dinh gia thiét u = 50 v6i déi thiét u < 50, sit
dung mau c6 kich thuéc n =25 v6i trung binh mau x = 48,5 va mtc y nghia
a=>5%.

Loi giai
Trong vi du nay, gia thiét chinh H, 1 u =50, trong khi d6, gia thiét thay thé
H; 13 p < 50 va kiém dinh 1a mét phia trdi.
V6i muc y nghia a = 5%, ching ta tinh dugc
U, =1,645,
dua trén diéu kién (Bang A7)
®(U,)=1—a=0,95.
Nhu vay, mién bac b6 1a
W, ={Z <—1,645}.
Gia tri quan sat ctia X 1a ¥ = 48,5 nén gid tri quan sat ctia Z 1a

Xl _485-50
*oo/yn 2/4/25

=-—3,75.
Do Z, € W, nén chiing ta bac bé H, va chap nhan H,.

Trieong hop 2: Kiém dinh mét phia phdi

Trong truong hop nay, H; 1a u > u,. Ta van st dung cong thiic @.3) va lap
luan tuong tu nhu trudng hop kiém dinh mot phia trai, mién bac bé lic
nay la

Wo={Z 2 U,},
thoaman P(Z e W,)=a.

Vi du 3.2. Tt mot tong thé c6 phan phdi chudn véi trung binh u chua
biét va phuong sai 02 = 240,25, ngudi ta 1dy dugc mot mau ngau nhién x
gom 100 quan sat va tinh dugc trung binh mau X = 128,5. V6i miic y nghia
a =1%, kiém dinh cp gia thiét

Hy: p =125,
Hy:pu>125.

Loi giai
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Day 1a bai toan kiém dinh mét phia phai cho trung binh u khi phuong sai
da biét. Vi miic ¥ nghia a = 0,01, chiing ta tinh dugc tit diéu kién

®(U,)=0,99
gid tri phan vi mtic 1% ctia phan phoi chuan 1a U, ~ 2,33 va do d6 mién béc
bo la
W, ={Z >2,33}.
Gia tri quan sat cua Z la

128,5—125
L=————~226.

/240,25/+/100

Gia tri quan sat ctia Z khong thudc W, nén ching ta khong c6 du co sé
thong ké dé bac bé H,.
Trieong hop 3: Kiém dinh hai phia
Bang nhiing lap luan tuong tu nhu Trudng hgp 1 & 2, trong trudng hop
kiém dinh hai phia, H, 12 u # u,, v6i Z cho béi (3.3), mién bac bo 1a

Wo ={IZ]Z Uya}-
Nhu vay, néu H, ding thi c6 a/2 kha ning quan sat dudc Z, > U, /2 Va cling
c6 a/2 kha nang quan sat dugdc Z, < —Up,.

Vi du 3.3. Mbt cong ty sin xuat béng dén cho biét tudi tho trung binh ctia
san pham 1a 1200gid, v6i do 1éch chuan tong thé o = 100gio. Mot nhém
kiém dinh vién nghi ngd gia tri nay khong chinh x4c, nén 14y mau ngau
nhién gom n = 64 béng dén va thu dugc trung binh mau x = 1170gio.

V6i mtic ¥ nghia a = 0,05, hay kiém dinh xem tudi tho trung binh thuc
su co khac 1200gio hay khong.

Loi giai
Trong tinh hudng nay, cép gia thuyét kiém dinh sé 1a

Hy : u = 1200,
H; : u#1200.
Day la kiém dinh hai phia.
Vi phuong sai tong thé da biét, nén chiing ta sit dung kiém dinh Z:

_X—lo

Co/Jn’
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V6i mtc y nghia a = 0,05, ta c6:
Uy /2 = Uy 25 = 1,96.
Mién bac bo cho kiém dinh hai phia liic nay sé 1a
W, ={Z|> 1,96}.
Gi4 tri quan sat tinh dugc bang cach thay sé:
1170—1200 —-30
- 100/+/64 T 125

Két luan: Vi |Z| = 2,4 > 1,96 nén Z, thudc vao mién bac bé, ta bdc b gid
thuyét Hy: 6 mtc y nghia 5%, c6 diit bang chiing dé két luan rang tudi tho
trung binh ctia bong dén khdc 1200 gio.

—2,4.

Tém tit quy trinh kiém dinh y khio? da biét
V6i gia thiét chinh H, : u = i, tiéu chudn kiém dinh
X —
7= Uo ’
o/Jn

viéc tim mién bac b6 trong 3 triudng hop néu trén dugc tém tit trong bang
sau:

Loai kiém dinh Mot phia trdi Mot phia phai  Hai phia

Gia thiét chinh H, = U = U U= U
Doi thiet H, p< o B> o p# Lo
Mien bac bo W, {Z <-U,} {Zz>U,} {1Z1> Uy}

Bang 3.1: Kiém dinh z: Mién bac bo trong cac truong hdp clia H, va H,

3.2.2 Kiém dinh trung binh . khi phwong sai o? chiia biét

Trong tiéu muc nay, chiing ta tim hiéu bai toan kiém dinh trung binh ctia
phan phéi chuan véi phuong sai chua biét, goi 1a kiém dinh t. Bai toan nay
xuat hién nhiéu trong thuc té hon so véi bai toan da biét trong tiéu muc
trudc, béi vi phuong sai ciia téng thé nhin chung khong biét truéc dugc.

Co s6 i thuyét ctia phuong phéap kiém dinh ¢ 12 Dinh 1i[2.4} phat biéu
lai nhu sau: Néu X;,X,, ..., X, la cdc BNN déc ldp c6 phédn phoi chudn va c6
trung binh u = u, va phuong sai o® thi BNN

X —
T = Yo

=S/ (3.5)
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¢6 phan phoi tfY| véi m = n—1 bdc tu do, trong do
— 1
X:;(Xl +X2+"‘+Xn)- (36)

Trong bai to4n nay, ching ta thuc hién quy trinh kiém dinh tuong tu
nhu trong v6i tiéu chuan T cho béi (3.5), stt dung phuong sai mau va
phan phoi r v6i n—1 bac tu do (6 day, n 1a ¢d mau). Mién bac bé lic nay
dugc xac dinh qua Bang[3.2}

Loai kiém dinh Mot phiatrdi Mot phia phai  Hai phia

Gia thiét chinh H, U= U U= U= U
Doi thiét H, W< o p> o B Lo
Mién bac bo W, {T <—t,} {(T>1t,} {IT|> ty}

Bang 3.2: Kiém dinh ¢: Mién bac bé trong c4c truong hop clia Hy va H,

Vi du 3.4. Theo bdo cdo clia nha san xuét, mdi tii lanh nhan hiéu A tiéu
thu khoang 46 (kWh/nam). Tit mét mau gom 25 ngudi diing dudc nghién
ctiu, cho thay ti1 lanh nhan hiéu A tiéu thu trung binh 42,5 (kWh/nam) véi
do 1éch chudn 11,9 kWh. V6i mtc y nghia 5%, hay kiém dinh bao céo clia
nha san xuat, véi gia st tong thé dang xét c6 phan phéi chuan.

Loi giai

Gia thiét H, 12 u = 46, trong khi d6, déi thiét H, 13 u < 46, kiém dinh 1a mot
phia trai.

M4au quan sat gom n =25 diém mau v6i trung binh mau x = 42,5 va do
léch chuan s =11,9. Do phuong sai clia tong thé chua biét, nén chiing ta
dung kiém dinh t,

X —46
T = .
S/v25
V6i mtic y nghia a = 5%, chting ta tinh dugc gia tri t6i han tit phan phoi ¢
v6i n—1=24bac tudo, cu thé 1a

t,=1,71.
Mién bac b, theo Béng la
W, ={T <—t,}={T <—1,71}.

V6i nhiing thong s6 da biét, ta tinh dudc T, = (X —46)/(11,9/v/25) = —1,47.
Nhan thay T, ¢ W, va do d6 chua dti co s6 dé bac bo H,.

1Con goi 1a phan phbi Student.
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Vidu 3.5. Mot cong ty dugc pham tién hanh kiém dinh hiéu qua ctia mot
loai thudc tri cim mdi. Thudc dudc thit nghiém trén 120 bénh nhan dugc
chon ngau nhién. Két qua cho thay thoi gian trung binh ma cac bénh nhan
con xuat hién triéu chiing ctim 1 5,5 ngay, véi do 1éch chuan 1,2 ngay. Pugc
biét rang, néu khong dung thudc, thoi gian trung binh ngudi bi ciim c6
triéu chiing 1a 7 ngay. Hay kiém dinh 6 mtic ¥ nghia a = 0,05 xem loai thubc
mdi nay c6 thuc su lam giam thdi gian bi cim hay khong.

Loi giai

Phan tich tinh hubng gia dinh trong bai ra, chiing ta thay yéu cau 1a kiém
dinh gia thiét H, : u = 7 so v6i d6i thiét H; : u < 7, trong d6 u 1a thoi gian
trung binh mot ngudi bi ciim va diing thuéc dang mudn kiém nghiém. Néu
két qua ctia kiém dinh 1a bac bo H, thi ta chip nhan gia thiét thudc dang
kiém dinh la c6 tdc dung (vi n6 1am ngan thdi gian c6 triéu chiing trung
binh clia ngudi bi mic ctim).

Chiing ta sé dung kiém dinh ¢ véi mién bac b6 1a

W, —{T— X7 ey }
“ |7 §/4/120 “ofr
Gia tri quan sat ctia thong ké T c6 dugc ti thit nghiém trén nhan dudc
bang cach thay X =5,5vaS=1,2:

T,= 257 =—13,6931.
1,24/120
Mat khéc, gia tri 1, v6i a = 0,05, tinh tit phan phoi ¢ v6i 119 bac tu do 1a
t,=1,6578.

Nhan thay T, € W, nén bac bé H, va chap nhan Hj, nghia la chip nhan gia
thiet thuoc c6 tac dung.

Vi du 3.6. Theo mot bao cdo, chiéu cao trung binh ctia cay lia gibng ST25
12 98 cm. Dé kiém chting tinh chinh xéc ctia bao cdo nay, mot nhém nghién
ctiu da tién hanh do ngau nhién n =50 cay lta cling giong. Két qua cho thay
mau thu dugc c6 trung binh % =100cm va d6 léch chudn mau s =4,5cm.
V6i mtic y nghia a = 0,05, hdy kiém dinh gia thuyét rang chiéu cao trung
binh thuc su ctia gidng lda ST25 I6n hon 100 cm so v6i gia tri bao céo.

Loi giai
Ta bat dau véi viéc thiét 1ap cip gia thuyét

Hy: u =98,
Hy : u> 100.
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Day 1a kiém dinh mét phia (phia phai).
Tiép theo, dé xac dinh théng ké kiém dinh, luu ¥ rang vi phuong sai
tong thé chua biét, nén ta st dung thong ké kiém dinh theo phan phébi

ZJ_C_.UO
s/vn’

trong d6: & =100, u, =98, s =4,5, n = 50. Dé xac dinh mién bac bé, luu y
rang bac tu do la df = n —1=49. V6i @ = 0,05 va df =49, gia tri t6i han la:

fo,95 ~ 1,676.
Vi kiém dinh phia phai nén mién bac bé sé 1a
— (T >1,676).
T mau quan sat dudc, ta tinh gid tri thong ké
_100—98 2
T 45/4/50 0,6364

~ 3,142.

VI T,=3,142> 1,676, ta bdc bé Hy: O miic y nghia 5%, O dt bang chiing dé
két luan rang chieu cao trung binh ctia cdy liia giong ST25 l6n hon 98 cm.

3.2.3 Gidtrip

Tiéu muc nay, ta tim hiéu vé gia tri p. Khai niém nay kha quan trong, nhét
14 khi cac phan mém théng ké thuong dua ra két qua ctia bai toan kiém
dinh bang cach bao cdo gid tri p.

Trong cac bai toan kiém dinh cap gia thiét (H,, H;) bang thong ké T va
mot miu x, ngudi ta c6 thé trinh bay két qué bang gid tri p (p-value). O
day, thay vi xdy dung mét mién bac bd W, chiing ta tinh xac suat, véi gia
thiét H, dlng, ctia su kién thu dugc mdt mau cé gia tri quan sat 7, bang
hoic “cuc doan” hon gid tri quan sat 7, ctia mau da thu thap dudc. Van dé
nay c6 vé kha don gian, nhung lai kha té nhi! Luu ¥ ban doc rang mot s6
tac gia giai thich mot cach dai khai rang trong budc nay ta tinh toan xac
suat dit liéu xay ra, nhung khong néi dén thong ké T. Diéu nay c6 vé khé
hiéu vi thit ra né sai: D6i v6i cdc mo hinh lién tuc, xac suat mot dit liéu
don 1é x4y ra luén bang 0!

Giatrip chicoy nghla khi gan v6i mot théng ké T. Thong ké T dong
vai tro la mot thuéce do gitp chiing ta xac dinh dugc su kién gom cac mau
“cuc doan hon” mau da thu thap dudc. Chinh su kién nay la su kién ma ta
can tinh xac suat dé thu dudc gia tri p.

Déi véi phLIdng phéap g1a tri p, ban doc chi can nhé t1nh chat sau: Gid

tri quan sdt T, nam trong mién bdc b W,, tiic la T, € W,,, néu va chi néu gid
tri p thod manp < a.



3.2. KIEM PINH TRUNG BINH CUA PHAN PHOI CHUAN 133

Két qua ctia bai toan kiém dinh dudc bao cdo mot cach cu thé hon
thong qua do 16n cua gia tri p.
Chuing ta hay xem vi du sau trong R.

CAS 3.1. Po nhiét do néng chdy T ctia kém, ngudi ta thu dugc cac mau
do nhu sau: 419,9; 420,4; 418,9; 419,8; 419,7; 419; 418,5; 417,8; 421,6; 421,9.
V6i miic y nghia 5%, kiém dinh gia thiét nhiét dé néng chdy trung binh clia
kém bang 419.

Doan ma R sau day thuc hién kiém dinh r hai phia va trinh bay két qua
theo dang gia tri p.

x = c(419.9, 420.4, 418.9, 419.8, 419.7, 419.0, 418.5, 417.8,
421.6, 421.9)

t.test(x, mu = 419)

#Hit

## One Sample t-test
#i#

## data: x

## t = 1,828, df = 9, p-value = 0,101

## alternative hypothesis: true mean is not equal to 419
## 95 percent confidence interval:

## 418,822 420,678

## sample estimates:

## mean of x

#i# 419,75

Két qua cho thiy gid tri p ctia kiém dinh bang 0,101 (p-value = 0.101),
16n hon mtic y nghia a = 0,05. Diéu nay c6 nghia 1a khong dii co sé dé bac
bo gia thiet H,.

Bai tap

1. Mot nong trai cho biét khoi lugng trung binh clia méi qua budi 1a 450g. DE kiém tra
thong tin nay, ngudi ta iy ngau nhién 51 qua budi va do dugc trung binh mau la
445g v6i d6 1éch chuan mau 30g. Hay kiém dinh 6 mitc y nghia « = 0,01 xem khoi
lugng trung binh thuc su ctia bu6i c6 nhé haon 450¢g (tiic la budi nhe hon béo céo)
hay khong.

2. Khdo sat vé chiéu cao X clia tré nam 6 tudi, ngudi ta thu duge mau dit liéu sau:

x; (cm) 104—108 108—112 112—116 116—120 120—124

S6 miu 8 11 14 11 6
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Gia stt 1a chiéu cao X 12 mot BNN tudn theo phan phéi chudn. V6i mtic ¥ nghia 5%,
hay kiém dinh gia thiét H, phat biéu riang chiéu cao trung binh ctia cic hoc sinh dé
1a yo = 110 (cm) véi dbi thiét H, phat biéu rang chiéu cao trung binh 16n hon 110
(cm).

3. Mot day chuyeén ché tao mot chi tiét mdy véi do dai 1 cm. Nghi ngd day chuyen hoat
dong khong binh thudng, ngudi ta chon ra mot mau ngau nhién gdm 100 san pham
thi thay nhu sau:

x; (cm) 095 097 099 1,01 103 1,05

S6miu 8 30 38 19 3 2

V6i miic y nghia 5%, c6 thé néi gi vé do dai trung binh clia chi tiét may ché tao bai
day chuyéen dé?

3.3 Kiém dinh cho phuong sai cua phan phéi chuan

Muc nay néi vé bai toan kiém dinh phuong sai cho phan phéi chuan. Tai
liéu tham khao: D. H. Thing [2, Chuong 4, §6.] , Kreyszig [1, page 1084].
Gia stt BNN X c6 phan phéi chuan .4 (u, 02). Néu chiing ta c6 co s6 dé
gia thiét ring gid tri ciia phuong sai o? béing o2, tdc ching ta c6 gia thiét
thong ké
Hozazzag. (3.7

Chiing ta tim hiéu bai toan kiém dinh gia thiét H, thong qua mdt mau ngau
nhién. Co s théng ké toan hoc cho quy trinh kiém dinh nay 1a Dinh li
trong muc truéc néi rang: Gid sit X,, ..., X,, la ddy cdc bién ngdu nhién doc
ldp va c6 cuing phdn phoi véi X. Pt

1 _

- [(XI—X)2+“‘+(Xn_X)2]- (3.8)

n—1
Khi d6, néu X c6 phuong sai a2, thi BNN
82

=,
Og

T=(n-1) (3.9

6 phdn phoi y? (chi-binh phuong) véi(n—1) bdc tu do.

Chiiy 3.1. Luu ¥, phan phéi xac suat chi-binh phuong (y2) da dugc néi
dén trong §1.9.5

Tit dinh 1i vita néi, ngudi ta xay dung quy trinh kiém dinh gia thiét
H, : 0 = 0, d6i v6i mot trong 3 dbi thiét H; dua trén phan phéi y2. Quy
trinh kiém dinh nay tuong tu nhu quy trinh kiém dinh trung binh trong
dé théngké T cho béi (3:9) va cach xac dinh mién bac bo W, dugc tém tat
nhu trong Bang[3.3}
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Loai kiém dinh Mot phia traii Mot phia phai Hai phia

Gia thiét H, o=0, o=0, o=0,

Doi thiet H, o<0oy o>0 o£og

Mien bac bo W, {T<y2 .} {T>y:} {T<y},,hodcT>y2,}

Bang 3.3: Mién bac bé W, trong kiém dinh phuong sai

O day, tiéu chudn kiém dinh T cho béi cong thiic (3.9), con gid tri 15 1a
gia tri t6i han tinh tit phan phdi y2 véi n —1 bac tu do (phan vi mic f clia
phan phoi chi-binh phudng v6i n —1 bac tu do), ¢6 nghia la

F()(g)zl—ﬂ, 0<pB<l. (3.10)

Gia tri t6i han clia phan phdi y2 c6 thé tim thay trong Kreyszig [1, Bang
A10] hoac bang phan mém R, xem CAS
Bay gio, v6i mot mau ngau nhién x, chang ta tinh gia tri quan sat
2

s

Ty
va tuy vao viéc gia tri quan sat nay c6 thudc vao mién bac bé hay khong
ma dua ra quyet dinh bac b6 hay chap nhéan H,,.

Vi du 3.7. Gi sti chiing ta c6 mot mau ngau nhién kich thudc n =25 va
phuong sai mau s? = 15 tit mot tong thé c6 phan phéi chuan. Hay kiém
dinh gia thiet 02 = 02 = 12 so v6i doi thiet o > 12, v6i miic ¥ nghia a = 5%.

Loi giai

Gia thiét Hy: 02 =12 va H; : 02 > 12, kiém dinh 1a mot phia phdi.
V6i miic y nghia a = 0,05, gia tri t6i han y2 ctia phan phoi y* v6i 24 bac
tu do dugc tinh ti diéu kién
F(y)=1—a=0,95.

Tra Bang A10 trong Kreyszig [1] vGi (n —1) = 24 béc tu do, hodc st dung
phan mém R, ching ta thu dudc y2~36,4. T Béng mién bac bo sé la

82
VVQ={T=(n—1)—2 T>36,4}.
Og

Bay gio, gia tri quan sat tii mau la

T.=(25—1) x B _ 3
o 12
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Két luan: T, ¢ W, va vay thi chip nhan H,.
CAS 3.2. Trong R, chung ta c6 thé tim gi4 tri t6i han y2 bang chtic ning

qchisq().Viduy, v6i ¢ =0,05va 1—a =0,95, bac tu do df = 24, ta thuc hién
nhu sau:

options(digits = 8)

qchisq(0.95, df = 24)

## [1] 36,415029

Két qué thu dugc, véi @ =0,95, 1a y2 ~ 36,415028, v4i 8 chii sb c6 nghia.

CAS 3.3. Cho mau ditlidu x = (14,5,16,2,14,5,19,4, 14,8,17,4, 15,1,19,8, 16,8)
lay tit mot phan phéi chuan. Sit dung varTest () (da diing trong CAS
trong g6i EnvStats, ching ta sé kiém dinh gia thiét H, : 0 = 12,5 so v6i do6i
thiét H: 0% < 12,5. Tham s6 cho ham varTest () sé bao gdbm sigma.squared
= 12.5 (cho Hy) vaalternative = "less" (cho H)).

library(EnvStats)
x = c(14.5, 16.2, 14.5, 19.4, 14.8, 17.4, 15.1, 19.8, 16.8)

varTest(x, sigma.squared = 12.5, alternative = "less")

## $statistic
## Chi-Squared

## 2,6512

##

## $parameters

## df

## 8

##

## $p.value

## [1] 0,045692869
##

## $estimate
## variance
## 4,1425
##
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##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##

Hy

$null.value
variance
12,5

$alternative
[1] "less"

$method
[1] "Chi-Squared Test on Variance"

$data.name
[1] "X“

$conf.int
IL{CIL UCL
0,000000 12,127481
attr(,"conf.level")
[1] 0,95

attr(,"class")
[1] "htestEnvStats"

Két qua cho thay gia tri p 1 0,0457; v6i miic ¥ nghia 5% chiing ta bac b6
va chap nhan gia thiet 02 < 12.5.

Bai tap

1.

Mot ki su kiém tra d6 chinh xéc ctia duong kinh bi thép ding trong 6 truc. Dit liéu
thu dudc tt mdt mau gom 6 vién bi (don vi: mm) nhu sau:

10,2 10,1 10,3 10,0 10,4 10,2
Gia st dudng kinh bi thép tuan theo phan phéi chuan. Trén thong tin ki thuat, nha

san xuat ghi rang dé léch chudn clia dudng kinh 1a o = 0,15 (mm). Hay kiém dinh
thong tin nay doi véi doi thiet ndi rang do 1éch chuan o > 0,15.

. Cho biét cAn ning ctia dé con méi sinh tuan theo phan b chuidn. Mau theo céc 16p

(don vi: g):

Cannang 2500-2700 2700-2900 2900-3100 3100-3300  3300-3500
S6 dé con 12 28 40 30 10

Ly diém giita clia mbi 16p lam gid tri dai dién: 2600, 2800, 3000, 3200, 3400. V6i miic
y nghia @ =0,05, kiém dinh gia thiét

Hy: 0=225g  v6idbithiét H,: 0<225g

Ciing dit kién nhu Bai[2} ki€m dinh gi thiét Hy: o =220 so v6i dbi thiét H,: o #220.
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3.4 Sosanh trung binh va phuong sai hai phan phéi chuan

Trong muc nay, ching ta néi vé bai toan so sanh cac tham s6 ctia hai phan
phéi chuan. Tai liéu tham khdo: Kreyszig [1, Chapter 25.4], D. H. Thang [2,
tr. 133-136].

3.4.1 So sdnh trung binh hai phén phéi chuan
Gia st chting ta c6 hai BNN véi phan phdi chuén X va Y: X ~ A (uy,0%)
va Y ~ A (uy,02). Hon niia, gid sti rdng oy = oy (chting c6 thé chua biét).
Néu c6 co sG dé gia thiét rang hai ki vong uy va iy 1a bing nhau, thi nay
sinh bai toan kiém dinh gié thiét thong ké
Hy:px=py

ddi véi cac doi thiét

* Hy:ux <py,hoac

* Hy:ux>py, hoac

* Hy:ux#uy.

Chting ta stt dung hai mau tuong ing: mau (x,, ..., x,,) 6 kich thuéc m
ting v6i cac bién ngau nhién (X;,..., X,,) doc 1ap va c6 cling phan phoi véi
X,vamau (y,..., y,) c6 kich thudc n tuong ting vdi cic BNN (V;,..., Y,) doc
1ap va c6 cling phan phdi véi Y.

Nhu trudc, chung ta dat

— 1 1 _ -
X=—(X++Xn), Si=——[X—XP++(Xn—X’].
m m—1
Tuong tu nhu vay, ta ciing dat
— 1 , 1 . _
Ve— (Yot Y,), Sp=——[(n—T)++(¥, - 7).
Hon nua, dat
—1)Sz +(n—1)Sz
szq(’" Sy +(n = 1Sy (3.11)
m+n—2
(S? goi la phuong sai gop).
Chiing ta sé stt dung tiéu chuan kiém dinh
ro XY (3.12)
SYE+L
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Co s6 thong ké toan hoc cho bai toan kiém dinh sé néi sau day la dinh li n6i
rang néu gia thiét H, ding thi T 1a bién ngau nhién c6 phan phbi ¢ véi df
= m+ n—2bac tu do. Tit d6, chiing ta xay dung quy trinh kiém dinh tuong
tu nhu trén, véi mién bac bé W, dudc cho béi Béngtrong dé thong ké
T cho béi (3.12) va ¢, la gia tri téi han trong phan phoi z.

Loaikiém dinh Mot phia traii Mot phiaphai  Hai phia

GiféthifftHo Mx = Uy Mx =y Mx =My
DéithiétHl ux <py x>y Ux # Wy
Mien bac bo W, {T <—1,} {T>1,} {IT|> 145}

Bang 3.4: Mién bac bé W, trong bai toan so sanh trung binh

Vi du 3.8. Xét hai mau ngiu nhién tit hai tong thé tuan theo phan phéi
chun véi phuong sai bang nhau:

x: 108 95 105 102 103 99 98 104 97 109
y: 96 92 91 102 105 94 100 90 95 96

V6i mtic y nghia 5%, c6 thé néi hai téng thé trén c6 trung binh nhu nhau
hay khong?
Loi giai

Hai mau dit liéu da cho gdbm m = n = 10 mau. Dé tinh gi tri quan sat T,
ctua thong ké T dinh nghia béi (8:12), trudc het chiing ta tinh trung binh va
phuong sai clia x va y. Cu thé, ching ta c6

trong khi dé,
7=961, si~23,88

Tiép theo, s dudc tinh theo cong thiic (3.11) 1a

9x22,0+9x23,88
s= 13 ~4,79.

Cubi cling, gia tri T, dudc tinh béi

102,0—96,1
TL=—"" """ 275

/1 1
4,79% 4/ 15t 1
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Budc tiép theo, véi muc y nghia a = 5% chiing ta tinh dugc f,/, tlt bing
phan phéi ¢ dua trén diéu kién

F(ta)=1—a/2=0,975,
trong d6 F 1a ham phan phdi ¢ v6i m + n—2 = 18 bac tu do. Cu thé 1a

ta/z R~ 2,10.
Kiém dinh 12 hai phia nén mién bac b6 la

Wy ={IT|>2,10}

(xem dong cudi ciing clia Béng[3.4). Nhan théy T, € W, nén chiing ta bac
bo gia thiet H,.

CAS 3.4. Phép kiém dinh so sanh trung binh hai phan phéi chuan khi
chua biét phuong sai goi la phép kiém dinh t hai mau (Two Sample t-test).
Trong R, phép kiém dinh nay thuc hién nhu sau.

x = c(108, 95, 105, 102, 103, 99, 98, 104, 97, 109)
c(96, 92, 91, 102, 105, 94, 100, 90, 95, 96)

<
1]

t.test(x, y, paired = FALSE, var.equal = TRUE)

##

## Two Sample t-test

##

## data: x and y

## t = 2,75455, df = 18, p-value = 0,013045
## alternative hypothesis: true difference in means is not equal to O
## 95 percent confidence interval:

##  1,4000144 10,3999856

## sample estimates:

## mean of x mean of y

## 102,0 96,1

Két qua tinh toan, T, = 2,75. Gid tri p-value = 0,01305nh6 hon a va do
dé bac bo gia thiet H,.
Nhan xét 3.1. Trong trudng hgp cd mau biang nhau, m = n, cong thiic clia
T viet lai mét cach don gian hon la
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3.4.2 So sdnh phitong sai hai phin phéi chudn

Van dé so sanh phuong sai clia hai phan phdi chuin dudc giai quyét dua
trén phan phoi xac suat Fisher, thuc hién nhu trong vi du sau.

Vidu 3.9. Chung ta hay ki€ém dinh gid thiét 02 = 0 clia hai phan phoi
chudn X va v, so véi ddi thiét 0% < o2, st dung di liéu trong Vi du

Loi giai

Véi dit liéu nay, tinh dugc s = 22 va s}% ~ 23,88. Do do, vy, = s}%/sf ~ 1,09.
Chon mtc y nghia @ = 5%, st dung P(V < F,)=1—a = 0,95, tit bang phan
phoi F (phan phoi Fisher) véi (9,9) bac tu do, chiing ta c6 F, ~ 3,18. Do

v < F,, chap nhan gia thiet Hy: “o% = ai”.

CAS 3.5. Bai toan so sanh hai phuong sai dugc goi 1a kiém dinh Trong
R, chiing ta thuc hién nhu sau:

c(108, 95, 105, 102, 103, 99, 98, 104, 97, 109)
c(96, 92,91, 102, 105, 94, 100, 90, 95, 96)

< M
I

var.test(x, y)

#i#

## F test to compare two variances

#i#

## data: x and y

## F = 0,921359, num df = 9, denom df = 9, p-value = 0,90489
## alternative hypothesis: true ratio of variances is not equal to 1
## 95 percent confidence interval:

## 0,22885249 3,70938503

## sample estimates:

## ratio of variances

## 0,92135877

Két qua thu dudc gid tri p rit 16n, xAp xi 0,9049, nén chiing ta sé chap
nhéan H,.

Bai tdp

1. Néu su gibng nhau va khac nhau ctia bai toan so sanh trung binh ghép cip va khong
ghép cap.

2. Kiém tra duong kinh céc vién thudc do hai méy dap vién thudc cho két qua nhu sau:

1E-test v6i chit F 12 chit cai dau clia tén ho nha thong ké Ronald Fisher.
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May 1 May 2

Trung binh X, =5,44 X, =5,52
Phuongsai  s7=0,0095 s2=0,0105
SO mau n, =28 n, =30

V6i miic ¥ nghia 5%, c6 thé néi dudng kinh trung binh clia c4c vién thubc do hai
may dap la nhu nhau hay khéng?

3. Tim hiéu vé thoi gian di hoc (hoc phé théng hoic cao hon) trung binh ctia ngudi
trudéng thanh ngudi ta thu dugc di kién sau:

Nam Nu
Trung binh x,=13,7(mdm) X,=14,1 (nam)
Do léch chuin s;=3,04 §,=2,72
S6 mau 7, =565 n, =425

V6i mtic y nghia 1%, c6 thé néi nit gidi c6 thoi gian dugc di hoc dai hon nam gi6i
hay khong?

4. Tim hiéu vé diém trung binh clia hoc sinh trong mét ki thi ngusi ta thu dugc hai
mau tit hai nhém hoc sinh nhu sau:

Nhém1l: 70 95 72 88 79 80 68 55 73 82
Nhém2: 96 90 71 82 70 85 98 77 52 65

Gia dinh rang cic mau dugc lay ra tit hai nhém hoc sinh ¢é diém thi tuan theo phan
phéi chudn. V6i miic y nghia 1%, c6 thé n6i hai nhém hoc sinh c6 diém thi trung
binh giong nhau hay khéng?

3.5 Kiém dinh mitc d6 phi1 hop ctia mé hinh

Kiém dinh miic d6 phi1t hdp vé6i phan phdi xac suat (Goodness-of-fit test)
1a phuong phap théng ké dé xac dinh xem mét tap dit liéu c6 phit hop véi
mot phan phéi xac suat nhat dinh hay khéng. Muc tiéu 1a kiém tra xem di
liéu c6 thé dugc mé ta bang mot phan phéi xac suat cu thé (vi du: phan
phéi chudn, phan phéi Poisson, v.v.) hay khéng.

3.5.1 Kiém dinh chi-binh phiwong

Muc nay, chiing ta tim hiéu phuong phép chi-binh phuong (2 test) nham
kiém tra xem dit liéu phan loai (categorical data) c6 phit hop véi mot phan
phoi li thuyét hay khong.

Phdn phéi déu

Sau day la mét vi du vé kiém dinh chi-binh phuong cho mét dii liéu xem
c¢6 phit hgp v6i mo hinh phan phéi déu roi rac hay khong.
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Vidu 3.10. Gid slt ban c6 mot tap dit liéu vé s6 1an xuat hién clia 6 mat xtic
xac trong 60 lan gieo xic xac, va ban mu6n kiém dinh xem dii ligu nay c6
phu hgp v6i phan ph01 dong déu (uniform distribution), ttic 1a méi mit
xtic xac c6 kha ning xuét hién nhu nhau.

Mat xticxac SO lan xuat hién

1 10
2 8
3 9
4 12
5 11
6 10

Thiét 1ap gia thiét vo hiéu va gia thiét thay thé:
— gia thiét H,: Dii liéu phit hop véi phan phéi dong déu.

— gia thiét H,: Dit liéu khong phit hop véi phan phoi dong déu.

Ta tinh s6 lan xuét hién ki vong cho méi mat xic xac: E = £ = 10.

Sau d6, stt dung cong thiic chi-binh phuong dé tinh théng ké kiém dinh:

e :Z (O; ;‘Ei)z

Trong d6 O; 1a tan s6 quan sat va E; 1a tan s6 ki vong.

Sau khi tinh ra gia tri chi-binh phuong, so sanh véi gia tri t6i han (critical
value) tlt bAng phan phéi chi-binh phuong dé két luan xem c6 bac bé gia
thiét H, hay khong. Tinh toan chi tiét nhu sau:

7 ZZ (O ;iEi)z

10—10 (8—10)* (9—10)* (12—10f (11—10)* (10—10)
_( F ol L r ol F ol r ol )
10 10 10 10 10 10

0 4 1 4 1 0

=—t—F+—+—F+—+—=
10 10 10 10 10 10

Béac tudo df = k—1=6—1=5. V6i mtc y nghia @ =0,05 va bac tudo df =5, tit
bang phan phéi chi-binh phuong, gi4 tri t6i han 1a 11,07. Vi gid tri y*=1,0
nho hon gia tri téi han 11,07 ching ta khéng bac bo gla thiétH,. Dleu nay
conghiala khong c6 biang chiing dt manh dé cho rang vién xtc xac nay
khéng cong bang.
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Phén phéi chuan

Dudi day, chiing ta stt dung su khac biét gitta s6 tan suat thuc nghiém
(quan sat) va sb tan suat ki vong (tinh toan dua trén phan phbi chuan) dé
kiém tra gia thiét rang dit liéu tuan theo phan phéi chuin. Cu thé hon,
chting ta kiém dinh gia thiét H,: “Dii liéu tuan theo phan phéi chuan” so
v6i d6i thiét H;: “Dit liéu khong tuan theo phan phdi chuan”,

Cac budéc thuc hién:

e Phian nhom di liéu: Du liéu dugce phan chia thanh cac nhoém (bins),
va s6 lugng phan t trong m6i nhém sé dudc tinh toan dua trén dit
liéu thuc té (s6 liéu quan sat). Budc nay can thiét khi kiém dinh céc
mo hinh phan phéi lién tuc.

e Tinh s liéu ki vong: Trong m6i nhém, s6 liéu ki vong dugc tinh toan
dua trén phan phéi chuan li thuyét véi cac tham s6 nhu trung binh
va do 1éch chuan cta dit liéu.

e Tinh gi4 tri chi-binh phuong: Gia tri kiém dinh chi-binh phuong dudc
tinh bang coéng thic:
(O, —E;f
2 _ 1 4
X = Z E;

Trong d6 O 14 s6 liéu quan sat dugc trong nhém thi i va E; 1a s6 liéu
ki vong trong nhom thd i.

* So sanh vdi gia tri t6i han: So sanh gia tri chi-binh phuong tinh dugc
vGi gia tri t6i han tit bang phéan phoi chi-binh phuong tuong ting véi
muc y nghia a va bac tu do dudc tinh bang cong thiic:

df=k—p—1,

trong d6 k 1a s6 nhém va p 1a sb tham sb dugc udc lugng tir dit liéu
(d6i v6i phan phéi chudn 14 2: trung binh va do léch chuan).

« Quyét dinh: Néu gi4 tri chi-binh phuong tinh toan 16n hon gia tri t6i
han, ta bac bé gia thuyét H,, tiic 1a tong thé khong tuan theo phan
phéi chuan. Trong trusng hop ngugc lai, gia tri chi-binh phuong nhé
hon hoic bang gi4 tri t6i han, thi khong c6 di bang chiing dé bac bd
H,.

Vi du 3.11. Gia sii c6 dit liéu chiéu cao ctia 100 ngudi (cm), va chiing ta
mudn kiém tra xem dit liéu nay c6 tuan theo phan phéi chuan hay khong.
Dit liéu tho c6 gia tri bé nhét 1a 162 va 16n nhat 1a 183 va da dugc phan
nhom nhu sau:
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Nhém (cm) 161-165 166-170 171-175 176-180 181-185
Tan suét 10 25 30 22 13

Bing tinh toan quen thudc, chiing ta thu dudc trung binh maula x =
173,15 va phuong sai mau 13 s2 ~ 35,0783. Chiing ta sé kiém dinh mic d6
phit hop clia dit liéu nay v6i mo hinh phan phéi chuin 4(173,15;02 =
31,0783).

Chiing ta tinh cac xac suat ki vong cho méi nhém. Vi du, véi nhém thit
nhat, 161-165, chiing ta tinh dugc sb liéu ki vong bang xac suat ki vong
nhan véi tong s6 mau. Cu thé 1a

P(155,5< X £160,5) x 100 =1,49.

V6i cac nhém khdc, chiing ta cling tinh toan tuong tu nhu vay. Cac két qua
thu dudc ghi trong bang sau:

Nhém (cm) 156-160 161-165 166-170 171-175 176-180 181-185
Quan sat 2 8 25 30 22 13
Kivong 1,49 8,19 22,9 32,7 23,85 8,88
(O,—EY/E, 0,175 0,004 0,193 0,223 0,144 1,912

Tit bang, ching ta tinh dugc tong gia tri chi-binh phuong
)(2 =0,4+0,193+0,223+0,144+1,912=2,651.

V6i miic y nghia 0,05, tit bang t6i han clia phan phéi chi-binh phuong
vOi
m =s6 nhé6m—s6 thamsb—1=6—-2—1=3

béc tu do, ching ta c6 y2, ~ 7,8147. Do gia tri tinh dugc nho hon gia tri
t6i han, chiing ta chip nhan gia thiét H,: “dit liéu phu1 hop véi phan phéi
chuan”.

3.5.2 Mot s kiém dinh khdc

Kiém dinh chi-binh phuong néu trong muc trudc thusng dudc sit dung khi
chting ta c6 mot tap dit liéu dii 16n va mudn kiém tra xem dit liéu c6 phi
hop v6i phan phéi chuan hay khong. N6 dic biét hitu ich khi dit liéu dugdc
chia thanh cdc nhém hoic 16p, va chiing ta can kiém tra su phu1 hgp gitia
sb liéu quan sat dugc va s6 liéu ki vong tit mé hinh chuén.

Tuy nhién, véi dit liéu c6 s6 lugng quan sat nhé hodc bi anh hudng béi
cac ngoai I¢, chiing ta nén can nhic cac kiém dinh khac nhu Shapiro-Wilk
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hoac Kolmogorov—Smirno (K-S test) hodc kiém dinh Anderson-Darling
vi chting c6 thé cho két qua chinh xac hon trong nhiing trudng hop nay.
Rét tiéc, cac bai toan kiém dinh nay nam ngoai khuon khé ctia mén hoc
hién tai clia chiing ta. Ban doc c6 thé tham khio Walpole-Myers-Myers
-Ye [3].

3.6 Kiém dinh phi tham s6

Céc phuong phap kiém dinh néi trong cac muc trudc (kiém dinh tham
s6) dua trén mot diéu kién rat quan trong, dé 1a cac di liéu dugc lay tir
cac tong thé c6 phan phéi chuan. Trong thuc té khi cac diéu kién nay bi vi
pham, thi cac phuong phap kiém dinh tham sb sé dua ra cac két luan sai
léch. Trong nhiing tinh huéng nay, kiém dinh phi tham sb (nonparametric
hypothesis test) la mot phuong phap thay thé.

Sau day, chiing ta tim hiéu ki mot vi du vé kiém dinh dau cho trung vi
(Sign test for median).

Vidu 3.12. Trong mét nghién ctiu vé dinh dudng c6 12 ngudi tham gia. Sau
mot giai doan thit nghiém ché do dinh dudng dic biét, ngudi ta thu dugc di
liéu vé tang/gidm can ning nhu sau: —1,—3,—3,—3,4,—5,—6,—3,—7,—10,—2,4,
trong d6 c6 10 nguoi giam can va 3 nguoi tang can. St dung dit liéu nay,
chiing ta kiém dinh gia thiét trung vi clia su ting/gidm can: m =0 (gia thiét
H,, ché do dinh dudng khong dnh hudng t6i can ning) déi véi gia thiét
m <0, (gia thiét thay thé H,, ché do dinh dudng c6 tadc dung gidm can).

Goi X 1a s6 ngudi tham gia gidm can. Néu H, ding, thi X c6 phan phdi
nhi thiic v6i p = 0,5. Mau ctia ching ta c6 12 ngudi, trong d6 2 ngudi khong
thay doi can ning. Xac suat dé quan sat dudc mot mau 12 ngudi trong dé
c6 10 hodc nhiéu hon s6 ngudi giam can la

P(X=10)+P(X =11)+ P(X =12)=0,01928.

Nhu vay, néu ché do dinh dudng khéng c6 tac dung gidm can, thi chi c6
1,9% xac suat ching ta quan sat dugc ket qua nhu trén. Do d6, ching ta
chap nhan gia thiét H,.

CAS 3.6. Trong R, cac bai toan kiém dinh nhu trong Vi du c6 thé dudc
thuc hién béi binom. test (); cu thé nhu sau:

x = c(-1, -3, -3, -3, 4, -5, -6, -3, -7, -10, -2, 4)

1 Andrey Nikolaevich Kolmogorov (1903-1987) va la mot nha toan hoc X6- Viét, ngudi déng vai
tro trung tam trong xay dung li thuyet xéc suét hién dai. Nikolai Vasilyevich Smirnov (1900-1966)
clingla rnot nha toan hoc ngudi Xo6-viét, dugc biét dén véi cac cdng hién trong xac suit va théng
ké, bao gdm kiém dinh Kolmogorov-Smirnov.
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binom.test(sum(x < 0), length(x), p = 0.5, alternative = "greater")

##

## Exact binomial test

##

## data: sum(x < 0) and length(x)

## number of successes = 10, number of trials = 12, p-value = 0,019287
## alternative hypothesis: true probability of success is greater than 0,5
## 95 percent confidence interval:

## 0,56189456 1,00000000

## sample estimates:

## probability of success

## 0,83333333

Luu y, gid tri p cho bdi p-value = 0.019 chinh 13 xac suit ching ta da
tinh trong Vi du

Mot phat trién clia kiém dinh d4u cho trung vi 1a kiém dinh hang
Wilcoxon, ban doc cé thé xem Walpole et al .

Tai liéu
(1] E.Kreyszig, Advanced Engineering Mathematics, Part G: Probability, Statis-

tics, 10 edition. New York: John Wiley & Sons, Inc., 2011.
[2] D.H.Thing, T hong ké va Ung dung: Gido trinh danh cho cdc truong Pai
hoc va Cao dang, 6 edition. NXB Gido duc Viét Nam, 2022.

[3] R.E.Walpole, R. H. Myers, S. L. Myers and K. Ye, Probability & Statistics
for Engineers & Scientists, 9 edition. Prentice Hall, Pearson, 2002.
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Chuong

\

Tuong quan va hoi quy

Muc tiéu chinh ctia chuong nay la tim hiéu hai noi dung chinh: tuong quan va hoz quy.
Céc khai niém va phuong phap can hiéu va nhé bao gom hiép phuong sai, hé 50 tuong
quan, khai niém duong hoi quy, va phuong phap tim duong hoi quy tuyén tinh.

Tai liéu tham khdo: Kreyszig [1, §25.9], D. H. Théng [2, Chuong 7], V. H. Nhu [3,
Chuong 4].

Noi dung
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[4.2.1 Dudnghoi quy tuyén tinh mau, hé so xac dinh|. . . . . 158
[4.2.2 Khoang tin cdy trong phan tichhéiquy| .......... 163

4.1 Tuong quan: hiép phuong sai, hé s6 tuong quan

Phan tich tuong quan (analysis of variance) 1a qua trinh danh gia méi quan
hé giita hai hodc nhiéu bién sb hoic thudc tinh dé xac dinh mtic d6 tuong
dong hoic tuong phan giita chting. Qua trinh nay thuong dudc sit dung
dé do luong va danh gi su lién quan giita cac bién trong dit liéu s6 liéu.
Két qua ctia phan tich tuong quan thudng dugc biéu thi dudi dang hé so
tuong quan (correlation coefficient), cho biét d6 manh va huéng ctia méi

Xéc suat & théng ké: Chuong 4. Tuong quan va hoi quy 149
© 2025 Dudng Ngoc Son.
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quan hé glu’a cac bién sb. Trong muc nay, chung ta n01 vé hé s6 tuong quan
Pearson va moi quan hé tuyén tinh gitta cac bién sé.

4.1.1 Hésé tuong quan

Gia stt chiing ta c6 mau vé6i n cap gia tri (x;, y1), ..., (X, y). Hé s6 tuong
quan (Pearson) ctia mau, ki hiéu la r, dugc xac dinh béi
s
==L, (4.1)
S¢Sy

trong do s, la hiép phuong sai mdu (sample covariance), cho béi

1
Sxy =7 1;(%’—56)(}’1'—}7)

=nil(zxi}’i_%ixii)ﬁ). 4.2)

Cac dai lugng s2 va s, 2 13 phuong sai mau clia x va y, da biét dén & S.
trong Chu0ngl 1}, d6 I3

n n 2
S)f:nil(izxiz—%(zxi) ) 4.3)

va tuong tu cho s7.

Ménh dé 4.1:
Hé s6 tuong quan c6 céc tinh chat sau:
) —1<r<1;

(ii) r ==1néuva chinéu titca cic diém mau nam trén mot dudng
2
thang.

Chiing minh. DGliéu u = (x,—X, x,—X,..., X,—xX)Vav =(1—¥, Yo—V»+-s» Yu—
7) c6 thé xem la hai vécto trong R”. Khi d6, tit cong thiic hiép phuong sai,
u-v

A
trong d6 biéu thiic u - v 6 vé phai la tich vé huéng théng thuong ctia u va

v. Clng vay, ti cong thiic ciia phuong sai,

Sg_||u||2 Sg_||V||2
* n—-1 7 n-1

)
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v6i chuan ||u|/? = u - u 12 “chudn Euclid” trong R”. Tit d6, 4p dung BDT
Buniakovsky-Cauchy-Schwarz quen thudc,

lu-vl<lullllvl,
chting ta dé dang thu dugc

_u-v|
Nulllvll =

Sxy
Sx Sy

Ir|=

va (i) da dugc ching minh.
Trong truong hgp dau bang xay ra, u va v la phu thudc tuyen tinh va
khi d6 dé thiy cac diém dit liéu phai ndm trén cling mét dudng thang. [

Nhan xét 4.1. Céc vectd u va v trong chitng minh trén thé hién cac do léch
clia diém mau ctia x va y so véi gia tri trung binh clia ching. Tit cong thtic
[@.1), hé sb tuong quan r 1a cos(a) clia géc a gitia u va v trong khéng gian
Euclid R”. Khi r ~ 1 thi @ ~ 0, biéu thi xu huéng thay déi ctia x va y so véi
trung binh 1a gan gidng nhau. Khi r ~—1, thi @ ~ 180°, cho thiy xu huéng
thay déi nay ngudc nhau. Khi r ~ 0 thi géc a ~90°, cho thay xu huéng thay
doi ctia x va y khong c6 moi lién hé nao.

Y nghia hinh hoc clia hé sb tuong quan Pearson goi ¥ rang né chi phu
hop cho cadc mbi quan hé tuyén tinh.

Vidu 4.1. Tinh hé s6 tuong quan va hiép phuong sai cia mau sau:
{(0; 0,2),(2; 2,2),(4; 3,1),(6; 3,8),(8; 5,5),(10; 7,2)}.
Loi giai
Ta c6 hai mau x =(0,2,4,6,8,10) va y =(0,2; 2,2; 3,1; 3,8; 5,5; 7,2). Tli cong
thiic ctia phudng sai mau,

2 _ 2 _
s, =14, s, = 6,070667.

Trong khi d6, hiép phuong sai mau tinh bdi cong thtic trén l1a
sz, =912.

Dua cac tinh toan trén vao cong thiic hé sb tuong quan, chiing ta thu dugc
9,12

I =
VT4 x 4/6,070667

Chiiy 4.1. Déi véi dit liéu trong vi du trén, hé s6 tuong quan khac 1 nén
cac diém mau khong nam trén mot dudng thang. Tuy nhién, gia tri ctia
né khd gan 1 (bang 0,983999) nén cac diém mau nam kha gan méot duong
théng; xem Hinh

~ 0,989265.
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CAS 4.1. Trong phan mém R, hiép phuong sai mau dugc tinh béi cov (),
trong khi dé, hé so tuong quan mau dugc tinh béi cor ().
Trong doan ma R sau day, ta tinh cac ket qua trong vi du trén.

= c(0, 2, 4, 6, 8, 10)

>
|

y = c(0.2, 2.2, 3.1, 3.8, 5.5, 7.2)
cov(x, y, method = "pearson")

## [1] 9,12

cor(x, y)

## [1] 0,98926496

Nhan xét 4.2. Nhu da thiy, mot uu diém clia hé s6 tuong quan Pearson r
12 dé tinh toan, dé hiéu va dé stt dung trong phan tich dit liéu. Trong khi
d6, nhudc diém clia n6 1a chi phit hop véi dit liéu c6 phan phdi chuan va
moi quan hé tuyén tinh.

Néu dit liéu khong tuan theo phan phéi chuan hoic c6 méi quan hé
phi tuyén tinh, ngudi ta c6 thé can sit dung cac phuong phap khac nhu
hé s6 tuong quan Spearman hoic Kendall. Ban doc c6 thé tham khao [4,
Chapter 16.7].

4.1.2 Hiép phuong sai
Nhu da biét trong §1.10/ctia Chu’dng déi v6i hai BNN X va Y, dai lugng
UXYZERX—HXXY—HHL (4.4)

trong d6 py =E[X]va uy =E[Y], 1an lugt 1a trung binh clia X va Y, dudc
goi la hiép phuong sai ciiahai BNN X va Y.
Luu y rang hiép phuong sai con c6 thé tinh qua cong thiic

oxy =E[XY]—E[X]E[Y].

Tit hiép phuong sai ctia hai BNN, chiing ta c6 thé dinh nghia hé s6
tuong quan (li thuyet) cho hai BNN X va Y nhu sau:

_ Oxy

- , (4.5)
OxOy

trong do
0% =Var(X)=E[(X —E[X]}],
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1a phuong sai ctia X, trong khi d6 o3, v6i cong thiic tuong tu la phuong sai
cuay.

Vidu 4.2. Cho hai BNN lién tuc X va Y v6i ham mat do dong thoi

2 néuld<x<y<l,
flx,y)= L <
0 trong cac truong hop con lai.
Tinh hiép phuong sai va hé sé tuong quan.
Loi giai

Ta bit diu tinh c4c ki vong clia X, Y, va X Y. Titham mat d6 dong thai, ta
tinh dugc, qua dinh li Fubini (xem vi du [5} §VIL.3, §3]),

E[X]= J f xf(x,y)dxdy

1 y
:f dyf 2xdx
0 0
1
=f y*dy
0

Bing nhiing tinh toan tuong tu, cé thé tinh dudc
2
ElY]=-,
[¥]=2
trong khi do

1 y 1
]E[XY]:J dyf 2xydx=-
0 0 4

Tt d6, hiép phudng sai ciia X va Y la
oxy =E[XY]-E[X]E[Y]

Dé tinh hé s6 tuong quan, ta con phai tinh cdc phuong sai clia X va Y: Ta

co
1 ¥y 1
]E[XZ]: dy 2x%dx=—,
0 0 6
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va tu do suy ra

o2 =E[X?]—(E[X]? = 1_(1)2 _ L
X 6 \3 18’
Tinh toan tuong tu, ta cting thu dugc
1
2
g,=—.
Y18

Tong hop céc tinh todn, ta tinh dugc hé sb tuong quan p clia X va Y 1a
o= oxy _1
okoy 2

Mbéi lién hé gitta hé s6 tuong quan ctia hai BNN va su phu thudc tuyén
tinh ctia chiing nhu sau:

bPinhli4.1:

Hé s6 tuong quan p ctia hai BNN X va Y c6 cac tinh chat sau:
(i) -1<p<1;

(ii) p ==1néuvachinéu X va Y la phu thudc tuyén tinh, c6 nghia
la ton tai cac hé so y va §, hoac y* va 6* sao cho

Y=7rX+56,

hoac
X=r"Y+0"

Chtiing minh Dinh li ciing tuong tu nhu chitng minh Ménh dé su
dung mot mé rong ctia BDT Buniakovski-Cauchy-Schwarz cho khéng gian
véctd tuy y véi mot tich vo huéng (khong nhat thiét hitu han chiéu). Chiing
ta b qua chi tiét.

Tit hé s6 tuong quan, ta dua ra khai niém khéng tuong quan (uncorre-
lated) cho hai BNN nhu sau.

Pinh nghia 4.1:

Hai BNN X va Y dudc goi la khong tuong quan néu p =0.

Néu X va Y 1a hai BNN doc lap thi hiép phuong sai ctia chting bang 0,
tlicla oxy =0, va do d6 hé sb tuong quan ciing bang 0, tic 1a p = 0. Biéu

ngugc lai néi chung khong diing: ton tai cac BNN khong doc lap, nhung
chiing c6 hé s6 tuong quan bang 0.
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Vidu4.3. Giast X ~.4(0,1)va Y =X2 Rorang E[X]=0, XY = X3, vado
do
oxy =E[XY]-E[X]E[Y]
N——

=E[X?] K

:f x f(x)dx,

—0Q

trong d6 f(x)1a ham mat do ctia phan phoi chuan tac: f(x)=e*"/2/v/27.
Do tinh déi xting clia f(x), ta dé thay tich phan trén bang 0, va do d6,
oxy =0, co nghiala X va Y khong tuong quan.
Tuy nhién, X va Y cing khong doc lap. That vay, xét hai sukién A= {X >
1} va B={Y >1}. Do diéu kién X > 1 kéo theo diéu kién Y >1nén Ac Bva
vay thi AnB={X > 1} =A. Vay,

P(ANB)=P(A)> P(A)P(B).

Nhu vay, A va B khong doc lap va X va Y cung khong doc lap.

Pinh nghia 4.2:

Vécto ngau nhién 2 chiéu (X, Y) c6 phdn phoi chudn hai chieu néu
ham mat dé dong thoi cia n6 c6 dang

1 1
X, = exi _h X, ,
fEp)= e p(—3hx.y)
vGi
1 = 2 _ 2 _ _
hx,y) = —— | S ik, oy —un)]
1=p Ox Oy OxOy

Dbi véi phan phoi chuan hai chiéu, chiing ta c6 méi quan hé sau:
Dinh li 4.2:
Néu (X, Y) c¢6 phan phéi chudn, X, Y khong tuong quan, thi X va Y

la doc lap.

Chting minh ctia dinh 1i nay ban doc cé thé xem Shiryaev [6] hoic
Klenke [7]. Luu y, trong Dinh li diéu kién (X, Y) c6 phan phéi chudn la
can thiét; xem Vi du



156 CHUONG 4. TUONG QUAN VA HOI QUY

4.1.3 Kiém dinh cho hé s6 tiong quan

Kiém dinh hé s6 tuong quan p ciia hai bién gitip xdc dinh xem c6 mbi
quan hé tuyén tinh giita hai bién va liéu mdi quan hé d6 c6 y nghia théng
ké hay khong. Chi tiét hon, chiing ta kiém dinh gia thiét H,: p =0, so véi
déi thiét H,: p > Y} stt dung mau gom n cap (x1, 1), (%2, 1)+, (Xn, Yu). Quy
trinh kiém dinh hé s6 tuong quan nay dudc néu ra béi Fishe

Cac budc thuc hién kiém dinh:

1. Chon mtc y nghia a, thuong la 5% hoac 1%.

2. Tinh gia tri t6i han ¢, clia phan phdi ¢ v6i n —2 bac tu do, trong d6 n
la kich thuéc mau (s6 cdp quan sat):

F(t,)=1—a.
(Stt dung Bang t-Distribution (bang A9) trong Kreyszig [1]).
3. Slt dung kiém dinh ¢ vé6i cong thic:

fe rvn—2
vi—rz'

trong dé r 1a hé s6 tuong quan Pearson clia mau.
4. Kétluan:

 Néu t > t, thi bac bo gia thuyét H,, tiic 1a hé s6 tuong quan khac
0 c6 y nghia thong ké.

 Néu ¢ < 1, thi khong dli bang chiing dé bac b6 H,, nghia la khong
c6 moi lién hé tuyen tinh ro rang.

Vidu 4.4. Stt dung di liéu trong Vi du kiém dinh gia thiét Hy: p =0, so
v6i dbi thiét H,: p > 0 v6i mic ¥ nghia 1%.

Loi giai
Chiing ta c6 céac thong sb sau:
e Mitic y nghia a =0,05.

A o 2 =X
¢ SO diem mau n =6.

I Luu y rang trong moi tinh hubng thi p > 0.
2Fisher, R.A. (1915) Frequency Distribution of the Values of the Correlation Coefficient in Samples
from an Indefinitely Large Population. Biometrika, 10, 507-521.
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« Mtic t6i han ¢, trong phan phdi ¢ v6i n —2 =4 bac tu do:
£, ~3,75.

(Tra bang t-Distribution (Bang A9) trong Kreyszig [1] hodc stt dung
may vi tinh).

* Gia tri ctia kiém dinh r: Hé s6 tuong quan Pearson r = 0,989265 va do

do
. rvn—2 _ 0,989265x 4
vV1—r2  4/1—(0,989265)2

=13,53927.

o Kétluan: Gia tri ¢ 16n hon gia tri t6i han (v6i mtic y nghia 1%) nén bac
b6 H,.

Két luan clia quy trinh kiém dinh phit hgp véi nhan dinh ban dau khi quan
sat thay hé so tuong quan mau rat gan 1.

CAS 4.2. Trong R, kiém dinh cho hé sb tuong quan bang phuong phap
Pearson cho dii liéu trong vi du trén thuc hién nhu sau:

x <- c(0, 2, 4, 6, 8, 10)
y <- c(0.2, 2.2, 3.1, 3.8, 5.5, 7.2)

cor.test(x, y, method="pearson")

#it

## Pearson's product-moment correlation

#i#

## data: x and y

## t = 13,5392, df = 4, p-value = 0,00017224
## alternative hypothesis: true correlation is not equal to O
## 95 percent confidence interval:

## 0,90135889 0,99887794

## sample estimates:

H#t cor

## 0,98926496

Két qua cho théy gia tri p rat nh6, nhé hon miuic ¥ nghia 5% rat nhiéu,

nén ta bac bé Hy. Hon nita, chiing ta ciing thu dugc gia tri ctia thong ké ¢,
ding nhu da tinh bang tay.

Bai tdp

1. Tinh hiép phuong sai va hé s6 tuong quan ctia miu x va y cho béi bang sau:
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X 2 4 6 8
y 415 7,85 12,20 15,86

2. Ciing cau héi nhu Bai[l]véi mau sau:
X 1,2 2,3 3,2 4,4 51
y 104 14,1 18,9 22,5 26,1

3. Gid st X nhan cac gid tri —1,0,1 v6i cdc xdc suat la 1 va Y = X2. Hay tinh hé s6 tuong
quan p ctia X va Y. Hai BNN X va Y ¢6 doc 1ap hay khong? Tai sao?

4. Gieo hai xtic xdc dong chat can xting. Goi X 14 s6 chdm clia xtic xac thitnhat va Y 1a
tong s6 cham cta ca hai xtic xac. Tinh hé s6 tusng quan p cia X va Y.

4.2 Hoi quy tuyén tinh don

Muc nay néi vé trudng hdp don gian nhét ctia hoi quy, d6 1a hdi quy tuyén tinh don
bién (simple linear regression). Tuy don gian, nhung day lai 14 truong hop hay gip nhét
trong céc ting dung ctia thdng ké. Hon nita, khi hiéu r6 y tuéng va phuong phap hbi
quy tuyén tinh don, viéc tim hiéu hdi quy phi tuyén va hdi quy da bién trd nén dé dang
hon. Tai liéu tham khéo: Kreyszig [1, Chapter 25.9], D. H. Théng [2, Chuong 7].

4.2.1 Duong hoi quy tuyén tinh mau, hé sé xdc dinh

Trong phan tich hoi quy (regres-
sion analysis), ching ta tim hiéu
su phu thudc ciia mot dai luong
ngau nhién Y vao mot dai luong
x (néu c6) théng qua su phu thudc
cta trung binh py,) cia Y vao x,
tiic 1a tim hiéu Uy(x) = M(x) nhu mot
ham sb theo nghia théng thudng:
Muc tiéu cu thé ctia ching ta 6 day
la uéc tinh ham sb u(x) tit mot mau

0,36 0,37 0,38 0,39
I I I I
O

0,35
I

3 gdm cac cap gia tri (x;, ;) quan sat
5‘0 1(‘}0 1;0 2(‘}0 dlIdC .
x Do thi cia ham y = u(x) trén

mat phang Ox y dudc goi la duong
Hinh 4.1: Biéu d6 phan tan chia ditliéu hoi quy (regression curve) ctia Y.
va duong hoi quy tuyen tinh Khi y(x)1a mot ham bac nhat:

U(x)=ko+K;x, (4.6)

thi duong hoi quy 1a dudng thang, dudc > goi la du’dng hoi quy tuyén tinh.
Bay gio, gia st ching ta ¢6 mdt mau ngau nhién gom n cap gia tri
(x1, 1) (X2, Yo)y < vr (Xs Vi) biéu thi n diém trén mat phang Oxy. Chung
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ta mudn xay dung mot duong thing dé tit dé ta c6 thé xap xi gia tri clia
u(x) tai mot gid tri cu thé clia x. Trong tinh hubéng nay, ngudi ta st dung
mét phuong phap, goi 1a phuong phap binh phuong toi thiéu (least square
principle-OLS), dugc khdi xuéng béi Gaus va Legrendrd?]

Trong phuong phap binh phuong téi thiéu, dufdng hoi quy tuyen tinh
dudgc tim dua vao diéu kién sau: “Puong hoi quy tuyén tinh co tong clia
binh phuong ‘khodng cdcl’ (theo phuiong song song vdi truc O y) tii cdc diém
dit liéu tdi duong hoi quy la nho nhat.”

Dé phlIdng phap nay xac dinh duy nhat nghiém thi phai cé diéu kién
sau day d6i v6i cadc mau.

Gia thiét 4.1 (A1). Ton tai it nhét hai gi4 tri phan biét trong cac gia tri x;
clia cic diém mau.

Dé thay Gia thiét Al tuong duong véi diéu kién s2 > 0.

Do khoang céch thang diing tit diém (x;, y;) dén dudng hoi quy mau la

di =y, —ko— ki x;],

nén nguyeén li binh phuong t6i thiéu cho hai hé sé k, va k; sao cho clia
duong hoi quy sao cho

= qlko, k)= d?
j=1
ln
=Z|J’i —ko—k1xi|2
i=1

1a bé nhit.

DEé tim k; va k, sao cho ¢ bé nhét, ta c6 thé ap dung phuong phap tim
cuc tri cia ham hai bién so: Cac gia tri téi han caa k, va k; thoa man hé
phuong trinh Vq(ky, k;) =0 (xem, vi du [5, §VI.6]), tic la

17

=0

aq‘)_o 4.7)
ok,

Johann Carl Friedrich GauR (1777-1855) 1a mdt nha toan hoc ngudi Dric.
2Adrien-Marie Legendre (1752-1833) 1a mot nha todn hoc ngudi Phap.
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trong 6, < 7 L la dao ham riéng ctia g theo k; j=0,1. Bang tinh toan cu thé,

ﬁko IZ: dky
:ZZ(J’i—ko—klxi)
i=1
=2{Zn:y,-—nk0—klzn:xl}.
i=1 i=1

Vay, phuong trinh 8 q/8 ky = 0 c6 thé viét lai 1a

n n
nko+k > xi=> y (4.8)
i=1 i=1

Tuong tu, tinh todn truc tiép phuong trinh 2 /3 k; va két hop véi phuong
trinh viia roi, ching ta thu dugc hé phuong trinh tuong duong véi (4.7),

n n
nk0+k12xl~ =Zy,-
i=1 i=1 (49)

n n n
ko> xi+ki Y x? :ny,,
im1 im1

i

dudc goi 1a phuong trinh chudn (normal equation) ctia bai toan hdi quy.
D6 1a mot hé phuong trinh tuyén tinh gdm hai phuong trinh ctia hai 4n k,
va k.

B4i Gia thiét A1, phuong trinh chuan 1a mét hé phuong trinh Crame
do dinh thiic ctia ma tran cac hé so la khac khéng:

noo>x n n\2
D:= il :aniZ—(in)
; : ' i1

= n(n—l)sﬁ > 0.

Bay gio, dé 4p dung cong thiic Cramer quen thuoc (xem Kreyszig [1, §7.7]),

1Hé phuong trinh Cramer 14 mét khai niém co ban trong dai s6 tuyén tinh. D6 1a cac hé phuong
trinh tuyén tinh c6 s6 4n bang s6 phueng trinh va ma tran hé s6 1a ma tran kha nghich. Cac hé
phuong trinh chuin nay sinh tl bai todn binh phuong bé nhét thudng la cac hé phuong trinh
tuyen tinh v6i ma trdn hé so la ma tran doi xting. Do d6, ngoai phudng phap Cramer, nhiing hé
nay con co thé giai biang cac phuong phép sb khac nhu phuong phap phan ra Cholesky, v.v.



4.2. HOI QUY TUYEN TINH PON 161

ta tinh dinh thic tuong Gng véi k;:

=n(n—1)s,,.

Tit d6, nghiém ctia phuong trinh chuin la
Dy _ Sxy

= —= . 4.1
ky D s2 (4.10)

Hé s6 k, nhu trén goi 1 hé s6 hoi quy ctia mAu.
Tu k,, chiing ta thay vao phuong trinh dau tién trong va giai ra
dugc
k=7 —k % 4.11)

Luu y, trung binh mau (%, 7) nam trén dudng hodi quy y = ko + k; x.

Vi du 4.5. Tinh phuong trinh dudng héi quy tuyén tinh cia mau (x;, ;),
i=1,2,3,4, cho bdi bang sau:

x; -12 -01 02 14
y, 0,105 1,101 0,890 1,925

Tit d6, tinh x4p xi gid tri ctia Y khi x = 0,5.
Loi giai

Dé tinh s va s, ching ta sé tinh céc gi tri x? va x;y; v6ii=1,2,...,n =4
va ghi cac két qua thu dudc trong bang sau:

i X; vi || %2 X Vi y =0,6813494 x +0,9541488
1 -1,2 0,105 || 1,44 —0,126 0,13653
2 -0,1 1,101 || 0,01 —0,1101 0,88602
3 0,2 0,890 || 0,04 0,178 1,09042
4 1,4 1,925 || 1,96 2,695 1,90804
S, 03 4021|345 26369 (Ko, ky) ~0,087669

(Dong cubi cling 1a téng céc gia tri clia cac dong phia trén.) Tit d6, ta tinh
dugc tu cot thi hai va tha tu (véi n=4)

n

2
1 1 1 1
2 _ 2 _ 2\
A (,in _;(in) )— 5(3’45—1(0,3) )— 1,1425.

i=1
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V6i cong thiic tuong tu, ta c6 (cling véi n = 4) hé sé tuong quan mau la

1 n 1 n n
Sxy = n—1 (in%—;zxi;%)

i=1 i=1

1 1
=-(2,6369—-(0,3)(4,021
3( 103X ))

=0,7784417.

Tit d6, ta tinh dugc hé s6 hoi quy theo cong thiic|4.10]1a

Sty 1,425
k== =0,6813494.
sz 0,7784417
Puong hdi quy lic nay c6 dang
y _72 kl(x _7)!

trong d6, ¥ = 4,021/4 = 1,00525 con ¥ = 0,075. Ta thu dugc ham bac nhat
y =0,6813494x +0,9541488 v4i tong binh phuong cac sai s6 xAp xi 0,087669.
Khi x =0,5, thay vao phuong trinh duong hoi quy, ta tinh dugc

0,6813494-0,5+0,9541488 ~ 1,2948.
CAS 4.3. Phan mém R c6 chiic nidng 1m() (viét tit clia linear model) dé

tinh hé s6 hdi quy va dudng tuyén tinh mau nhu trong vi du sau:

x =c(-1.2, -0.1, 0.2, 1.4)
c(0.105, 1.101, 0.890, 1.925)

<
Il

model = 1m(y ~ x)

print (model$coefficients)

## (Intercept) X
## 0,95414880 0,68134938

Ti d6, chiing ta thu dudc hé s6 hoéi quy va doan chan (intercept) clia
dudng hoi quy tuyén tinh ctia du liéu trong Vi du

CAS 4.4. Sau day, chiing ta stt dung plot () ctia phan mém R dé vé do thi
phan tan (scatter plot) cho dit liéu. D& lam vi du, xét dit liéu sau (lay tit [1,
Problem Set 25.9]).
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x 32 50 100 150 212
y 0337 0,345 0,365 0,380 0,395

Doan code R sau day cho biic tranh minh hoa ctia cac diém dit liéu trén
mat phang toa dé va duong hoi quy tuyén tinh ctia né. Ket qua thu dugc
thé hién trong Hinh trong §4.2

i
|

= c(32, 50, 100, 150, 212)
= ¢(0.337, 0.345, 0.365, 0.380, 0.395)

<
|

plot(y ~ x, pch = 19, col = "blue")
model = 1m(y ~ x)

curve (model$coefficients[2] * x + model$coefficients[1],
from = 20, to = 220, add = "TRUE", col = "RED")

4.2.2 Khodng tin cdy trong phén tich hoi quy

Trong tiéu muc truéc, ta tim hé sb hoi quy va két qua tim dugc 1a mot uéc
lugng diém clia hé s6 d6. Trong tiéu muc nay, ta sé néi vé khoang tin cay
ctia hé so hoi quy dé trong truong hgp hai gia thiét sau day dugc thoa man:

Gia thiét 4.2. V6i m6i x, bién ngau nhién Y c6 phan phdi chuan véi phuong
sai 02 khéng phu thudc vao x, trong khi do, trung binh ctia Y la u(x) thoa
man
U(x)=kKg+K;x. (4.12)

Gia thiét 4.3. Cac thuc nghiém lay mau (xy, y1), (X2, »), . .., 1a doc lap.

Hé s6 x, dudc goi la hé s6 hoi quy clia tong thé. Mit khac, c6 thé chiing
minh dugc (trong tinh huong hai gia thiét trén dugc thoa man) udc lugng
hgp li cuc dai ctia k, chinh la hé so hoi quy mau k;.

Khoang tin cay cuax,

Vi cac gia thiét (4.1)—(4.3), chiing ta c6 thé xdy dung khoang tin cay clia k;
nhu sau:

1. Chon mtic tin cdy y (chang han 95%).
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2. Tim gid tri t6i han t,,, trong d6 a/2 = (1—y)/2, clia phan phéi Student
véi n—2 bac tu do (n 1a ¢c6 mau). Nhu vay,

F(tgp)=1—a/2=1-(1-7)/2=(1+7)/2.

3. Tir~1h cac gid tri phuong sai mau s2, s, va s, cung v6i hé s6 hoi quy
mau k,. Dat
do=(n—1)(s; —ki's}) (4.13)

4. Tinh
)

e (4.14)

K == ta/z

Khoang tin cay cta k, la
{(k, —K <Kk, <k, +K}. (4.15)
CAS 4.5. Xét mot s6 mau dit liéu [1, If‘roblem Set 25.9] vé Revolutions = sb
vong quay/phut va Power = cong suat dong co Diesel nhu sau:

Revolutions 400 500 600 700 750
Power 5800 10300 14200 18800 21000

Doan code R sau day cho két qua r 1a mt gid tri rat gan 1, cho thiy méi
quan hé tuyén tinh “manh” gitia x va y.

Revolutions = c(400, 500, 600, 700, 750)
Power = c(5800, 10300, 14200, 18800, 21000)

r = cor(Revolutions, Power, method = "pearson")

print(r)

## [1] 0,99968214
Dé tinh khoang tin cay, ching ta hay tao mét khung ditliéu (data. frame)

chiia ca hai gi4 tri vong quay va cong suat va sit dung 1m (), va ghi két qua
vao bien my_model.

PR = data.frame(Power, Revolutions)
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my_model = 1m(PR)
coeffs = my_model$coefficients

print(coeffs[2])

## Revolutions
## 43,182927

Két qua thu dugc cho thay hé s6 hoi quy k; ~43,1829. Cubi cling, khoang
tin cay 95% clia k; dugc tinh du bang confint () (viét tat ctia confident
interval). Cu thé, doan code R tiép theo cho cac khoang tin cay 95% cho x,
(Intercept) va k, (Revolutions).

confint (my_model)

#i# 2,56 % 97,5 %
## (Intercept) -12666,020801 -10249,832857
## Revolutions 41,181904 45,183949

Bai tip
1. Tim phuong trinh dusng héi quy tuyén tinh clia cic mau sau |1, Problem Set 25.9]:
(a) x =bién dang ctia mot loai thép (mm), y = dé ciing Brinell kgmm™2,
x 6 9 11 13 22 26 28 33 35
y 68 67 65 53 44 40 37 34 32

(b) (Pinh luat Ohm) x = dién 4p (V), y = cudng do dong dién (A). Tim bién tré R
ohm)

x 40 40 80 80 110 110
y 51 48 00 103 13,0 12,7

(0) Khoang cach diing clia 6 t0. x = toc dd (mph), y = khoang cach diing (feet).
Tim y tai toc do 35 (mph).

x 30 40 50 60
y 160 240 330 435

2. Tim khoang tin cay 95% ctia hé s6 hoi quy, véi cac gia thiét phit hgp, sit dung cac
mau trong Bai tip

3. St dung cdc mau trong Bai tép kiém dinh gia thiét p = 0 so v6i dbi thiét p > 0, st
dung miic y nghia a = 0,05.

4. (CAS) V@ cac do thi phan tan (scatter plot) va dudng hoi quy tuyén tinh cho céc dit
liéu trong Bai tap[i}
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